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ABSTRACT

Convolution is a mathematical operation on two functions that produces a new function that
can be seen as a modified version of one of its original functions. The convolution operator
has no identity element. However, it has an approximate identity. It can be found as a
sequence of g, such that convolution of f and g, converges to f for k — co. It implies
that convolution can be used to approximate a function. In this article, we have proven basic

theorems about approximation function by convolution for a bounded function in C (R%).
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ABSTRAK

Konvolusi adalah suatu operasi pada dua fungsi dan menghasilkan suatu fungsi baru yang
dapat dipandang sebagai versi modifikasi dari salah satu fungsi aslinya. Operasi konvolusi
tidak memiliki unsur identitas. Namun, operasi konvolusi memiliki identitas hampiran, yakni
dapat ditemukannya suatu barisan fungsi g, sehingga konvolusi dari f dan g, konvergen
ke f untuk k — oo.Hal inimengakibatkan konvolusi dapat digunakan untuk aproksimasi
fungsi. Pada artikel ini dibuktikan teorema-teorema yang mendasari aproksimasi fungsi
dengan konvolusi bagi fungsi terbatas di C(R%).
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Konvolusi merupakan operasi matematika pada dua fungsi yang menghasilkan suatu fungsi
baru dan dapat dipandang sebagai versi modifikasi dari salah satu fungsi aslinya.

Definisi 1 (Gunawan, 2017). Misalkan f dan g merupakan fungsi-fungsi yang terdefinisi pada R,
maka konvolusi dari f dan g didefinisikan sebagai

(f* @) ) = [a fDgx —y)dy (1)

asalkan integral ini konvergen.

Definisi 1 juga analog dengan definisi yang disebutkan oleh Folland (1992) dan Stein (2003).
Lebih jauh, Definisi 1 menyebutkan bahwa syarat suatu konvolusi dari dua buah fungsi ada jika
integral dari hasil kali dua fungsi tersebut sepanjang R¢ ada dan berhingga. Selanjutnya, untuk
menunjukkan hal tersebut, perhatikan beberapa kasus berikut.

() Jikaf € L*(R*)dang € L*(R%), maka |g(x)| < M hampir dimana-mana sehingga
I(f * DO = | fua FOI g =)y | < M [oa fGy < o0 ¢l
hampir dimana-mana. Dengan kata lain, f * g € L®(R%). Sebaliknya, jika f €
L*(R*) dang € L}(R%), maka |f(x)| < N hampir dimana-mana sehingga
|(f * D@ = [fpa fx = gOIdY| < N [0 g0y < o

hampir dimana-mana. Jadi, f * g € L*(R%) adadan f x g € L*(R%).

(i) Jikaf,g € L>(R%), maka
<| [iroray | | [1g- iy
R% R%

I(f * ) (@) = f F3)glx—y)dy
Rd

= [Ifll;llgll; < eo. (4)
Hal ini menunjukkan bahwa f * g ada.

(i) Jika f, g € L*(R%), maka fungsiy — f(y)g(x — y) adadi L*(R%) untuk hampir
setiap x € RY, f * g € LY(R%), dan
If = gll, < lIfllLllgll. (5)

Ini berarti f * g ada.

Jadi, konvolusi dari f dan g terdefinisi dengan baik setidaknya untuk beberapa kasus di
atas. Lebih jauh, operasi konvolusi memiliki beberapa sifat sebagai berikut.

Lemma 1 (Gunawan, 2017). Misalkan f, g, h adalah fungsi dan a konstan, maka
(i) f+g=g=*f (sifat komutatif) (6)

(i)  f=(g=*h)=(f+g)=h (sifatasosiati) (7)
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(i) a(fxg)=C(af xg)=fx*(ag) (sifatdistributif). (8)

Berdasarkan sifat di atas, walaupun operasi konvolusi komutatif, salah satu fungsi, sebutiah
g, dapat dipandang sebagai konvolutor dalam f * g. Secara umum, hasil dari f * g adalah suatu
fungsi yang lebih mulus daripada f semula.

Selanjutnya, bereda dengan operasi matematika lainnya, operasi konvolusi tidak memiliki
unsur identitas. Andaikan ada unsur identitas, misalkan e, maka f * e = f untuk setiap f €
L*(R®). Hal ini tidak mungkin terjadi karena bertentangan dengan teorema dan akibat berikut.

Teorema 1 (Gunawan, 2017). Misalkan f, g € L*. Maka (f * g)" = £ §.

Bukti. Perhatikan bahwa jika f € L*, maka transformasi Fourier dari £, ditulis £, didefinisikan oleh

f@ =/ fxe® dx, €R )
Berdasarkan definisi, Teorema Fubini, dan substitusi peubah z = x — y, diperoleh
F79© = | | 0dgt- e dyax
~ | [ rore@gtx=yese dyax
= [0, 10, f(e ™ dy g(2) ™) dz = f(§)§(S). (10)

Jadi, terbukti f x g = f§. m

Akibat 1 (Gunawan, 2017) Tidak terdapat fungsi e € L*(R%) yang memenuhi f * e = f untuk
setiap £ € L1(R%).

Bukti. Andaikan ada fungsi e € L(R%) yang memenuhi f x e = f untuk setiap f € L*(R%),
maka é(&) = 1 untuk setiap & € R<. Hal ini bertentangan dengan Teorema Riemann-Lebesgue
yang mengharuskan é(¢) — 0 untuk |&]| — oo. Jadi, terbukti bahwa operasi konvolusi tidak memiliki
unsur identitas. m

Berdasarkan Teorema 1, maka dapat disimpulkan bahwa tidak ada fungsi e € L*(R%) yang
memenuhi f x e = f untuk setiap f € L*(R%). Hal ini menunjukkan operasi konvolusi tidak
memiliki unsur identitas sebagaimana disebutkan pada Akibat 1. Meskipun demikian, dapat
didefinisikan identitas hampiran sebagai berikut.

Definisi 2 (Gunawan, 2017). Misalkan ¢» € L*(RR). Untuk setiap € > 0, definisikan
$0=2¢(%), xeR (11)

maka

12 b @dx = [2 29 (2) d (%) = [, o 3)ay. (12)
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Keluarga fungsi {¢,} disebut identitas hampiran.

Dengan demikian, pada operasi konvolusi dapat ditentukan suatu barisan fungsi g,, sebagai
identitas hampiran sedemikian sehingga f * g, konvergenke f untuk k — oo. Hal ini
mengakibatkan operasi konvolusi dapat digunakan untuk memperoleh aproksimasi suatu fungsi.
Dalam hal ini, barisan {g, } dipandang sebagai konvolutor pada operasi konvolusi yang dilakukan.
Selain di R¢, identitas hampiran juga dapat diaplikasikan untuk konvolusi aljabar terukur (Lahr,
1973). Kemudian, Avramidou (2004) juga menggunakan identitas hampiran dan kekonverge nan titik
demi titik untuk menginduksi operator konvolusi diruang L, (R). Dalam penerapannya, konvolutor
yang digunakan disesuaikan dengan masalah aproksimasi yang dihadapi. Pemilihan konvolutor yang
tidak tepat dapat menjadikan pengolahan menjadi lebih rumit dan mempengaruhi kecepatan proses
komputasi.

Banyak peneliti yang tertarik melakukan penelitian tentang konvolusi, pemilihan
konvolutor/kemnel, dan masalah aproksimasi lainnya, diantaranya, Shawe-Taylor (2004) membahas
mengenai metde-metode kernel untuk analisis pola, Anastassiou (2004) menjelaskan tipe konvolusi
operator integral fuzzy, Leila (2007) menggunakan “gelombang meksiko” sebagai fungsi transfer
untuk aproksimasi berbagai permasalahan pada berbagai aplikasi dalam fisika, Madden (2004) dan
Wu (2009) memfokuskan penelitiannya pada cara pemilihan kemel dan parameter untuk Support
Vector Machine (SVM).

Adapun Cheney (2009) membahas mengenai teori-teori aproksimasi, Kahar (2016)
menjelaskan mengenai aproksimasi fungsi dengan konvolusi khususnya pengkonstruksian kemel
baru tanpa dilasi yang mempunyai support sepanjang R%, Paul-Escande (2017) menganalisis teknik
yang disebut ekspansi konvolusi produk, yakni operator (integral operator) didekati secara lokal oleh
konvolusi yang memungkinkan untuk merancang algoritma numerik cepat berdasarkan transformasi
Fourier, Xu (2018) mengembangkan framework untuk mengkonstruksi aproksimasi matriks ke
operator konvolusi Volterra, Bhaya (2019) menggunakan fungsi radial untuk aproksimasi fungsi di
ruang Lp untuk p<1, dan Gao et.al. (2020) membahas mengenai algoritma untuk aproksimasi sum-
of-exponentials (SOE) dari fungsi kernel dan mengembangkan algoritma cepat untuk konvolusi
kuadratur berdasarkan SOE.

Kajian lebih mendalam terhadap aproksimasi fungsi dengan konvolusi diperlukan untuk
dapat mengkonstruksi konvolutor/kermnel baru yang dapat digunakan untuk aproksimasi fungsi. Oleh
karena itu, pada artikel ini dibahas mengenai aproksimasi fungsi dengan konvolusi dengan
mengkonstruksi kemel/konvolutor khususnya untuk fungsi-fungsi kontinu terbatas di R dengan
menggunakan norm ||. ||, dan |. |l..

METODE

Penelitian ini dimulai dengan studi literatur, yakni dengan mencari referensi teori yang
relevan dengan kasus atau permasalahan yang sedang dibahas. Kemudian dilakukan pengkajian
hasil studi literatur untuk membuktikan teorema-teorema serta contoh yang berkaitan masalah
aproksimasi fungsi dengan konvolusi terbatas di R dengan menggunakan norm ||. ||, . Lebih lanjut,
dibuktikan pula aproksimasi fungsi kontinu terbatas dengan ||. ||, .

92



Elin — Aproksimasi Fungsi Kontinu Terbatas dengan... .

HASIL DAN PEMBAHAS AN

Telah disebutkan bahwa operasi konvolusi tidak memiliki unsur identitas. Namun, operasi
konvolusi memiliki identitas hampiran, yakni dapat ditemukannya suatu barisan fungsi g, sehingga
konvolusi dari f dan g, konvergenke f untuk k — oo.Hal ini mengakibatkan konvolusi dapat
digunakan untuk aproksimasi fungsi.

Selanjutnya, hal yang mendasari bagaimana konvolusi dapat digunakan untuk
mengaproksimasi suatu fungsi disajikan pada Teorema 2. Teorema tersebut analog dengan Folland
(1992), Cheney (2009), dan Kahar (2016).

Teorema 2. Misalkan H,, H,, ... merupakan suatu barisan di L* (R%) sedemikian sehingga

supgllH,ll;, < oo dan fRd H, (x) dx = 1 untuk setiap k. Asumsikan juga bahwa untuk sebarang
6 > 0 berlaku

lim_o, f”x”>6|Hk(x)|dx = 0. (13)

Kemudian, untuk setiap fungsi erbatas f € C(R%),
Hexf - f (14)

dan kekonvergenannya seragam pada himpunan kompak di R¢.
Bukti. Ambil sebarang fungsi terbatas f € C(R%). Akan dibuktikan H,, * f — f untuk k — co.
Karena [ .a Hy () dx = 1, maka
I(Hyex N = F@I = | HOfG=y)dy = fG) [ H ()]
= |/ HIFG—y) - F@]ay|
<[ HIf(x—y) - f)ldy. (15)

Selanjutnya, ambil sebarang € > 0 definisikan bola-r dengan pusat di 0 dan berjari-jari r
sebagai

B,={x eR* : ||x|| <7} (16)
dan karena f kontinu, pilih § > 0 yang cukup kecil sedemikian sehingga

lf(x =y — f()| <e/2 (17)
untuk 0 < [ly|l < 6.
Perhatikan

Hie* f(0) = fOIN < [p IHIIf (= ) = f()Idy

+ fRd\BrlHk(y)“f(x -y)—f))ldy =1 +1,. (18)
Sekarang, tinjau 1.

L= [, IHWIfx=y) = fOIldy < e/2 [, H(Y)dy<e/2. (19
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Kemudian tinjau 1,. Karena f terbatas, terdapat M sedemikian sehingga |f| < M, maka
I, = Jya 5 1 HEODDNf(x =) = fOIIdy < Jpa, p IHCDIGe =21+ 1f GO ldy
= ZMIR,J, \BrlHk(y)ldy' (20)

Karena lim, _,, f”y” >6|Hk (»)|dy = 0, akibatnya I, = 0 untuk k — oo.

Karena I, —» 0 danl, — O untuk k — oo, maka dapatdisimpulkan bahwa untuk k — oo, |H,, *
Jx—/f(x)—0. Selanjutnya, kekonvergenannya seragam karena /terletak pada himpunan kompak
diR.m

Selanjutnya, dalam hal pemilihan konvolutor untuk aproksimasi fungsi, pada Teorema 2
disebutkan bahwa konvolutor memiliki sifat-sifat tertentu. Salah satu cara mengkonstruksi konvolutor
tersebut adalah dengan melakukan dilasi pada suatu kernel. Perhatikan Lemma 2.

Lemma 2. Misakan H € L*(R%). Didefinisikan H, (x) = k®H (kx) sedemikian sehingga
fRd H,(x)dx = 1 dengank € N danx € R?. Maka

Jpa He @ dx = [ o HGdx, |IHll, = IH]l, (21)
dan

lim,, fRd\B(O,r)IHk(x)Idx =0 (22)
untuk sefiapr > 0.

Bukti. Tulis z = kx maka
Jpa He()dx = [ak®H(kx)dx = [pa de(Z);—ddz = JpaH(2)dz. (23)
Kemudian
IH = [pa He(X)dx = [« H(z)dz = ||H]|;. (24)

Selanjutnya, dengan menggunakan Teorema Kekonvergenan Terdominasi Lebesgue, maka

jIHk(x)Idx=kd j |H (ka0)|dx = f \H (2)|dz

RAN\B(0,7) RN\B(0r) RA\B(0,kT)

= fRd\B(O,kr) H(2) Xpa\p(orydz = 0 (25)
untuk k - co.m

Barisan fungsi H, yang didefinisikan pada Lemma 2 di atas memenuhi sifat yang serupa
dengan identitas hampiran, sehingga barisan fungsi tersebut dapat dijadikan ko nvolutor untuk
aproksimasi fungsi. Lebih lanjut, konvolutor yang diperoleh dari dilasi suatu kemel harus memenunhi
sifat seperti yang disebutkan pada Lemma 2. Selanjutnya, kekonvergenan dari operasi konvolusi
menjadi hal utama yang dibicarakan pada penelitian ini.
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Teorema 3. Misalkan fungsi H memenuhi Lemma 2. Misalkan pula H, merupakan dilasi dari kernel
H. Maka untuk setiap fungsi kontinu terbatas f yang terdefinisi pada R berlaku

H,*xf -0 (26)
untuk k — oo dan kekonvergenannya seragam pada himpunan kompak di R¢.

Bukti. Ambil sebarang fungsi terbatas f € C(R%). Karena fRd H,(x)dx = 1 maka

I(Hy * ) (@) — f )] = fHAwf&—yMy—f&)

= f H,W[f(x—y) — f(x)]dy

<[ HWIf(x—y) = f()ldy. (27)

Ambile > 0. Karena f kontinu, maka terdapat » > 0 sedemikian sehingga untuk ||y|| < r
berlaku f(x — y) — f(x) < —=——. Selanjutnya, tulis

2IIAll,
|Hye * f (x) = fF(0)]

< JIHk(y)IIf(x—y)—f(x)Idy+ ]IHk(y)IIf(x—y)—f(X)Idy

RI\B,
=L+, (28)
Sekarang, tinjau 1.
L= [, IHWIIf(x—y) = f(0)ldy < —2”2”1 Js, H(dy < g/2. (29)

Kemudian tinjau 7,. Karena f terbatas, terdapat M sedemikian sehingga |f| < M, maka

I, = lek(y)IIf(x—y)—f(X)IdyS fIHk(y)I[If(x—)I)I+|f(X)I]dy

R?\B, RY\B,
= 2M [ua, [H,()ldy ~ 0 (30)
sehingga terdapat N € N sedemikian sehingga untuk k > N berlaku
|Hy * f(x) = fx)] < e. (31)

Selanjutnya, kekonvergenannya seragam karena f terletak pada himpunan kompak di R.m

Teorema 3 menyatakan bahwa konvolutor hasil dilasi dapat digunakan untuk aproksimasi
fungsi. Hal serupa juga dikemukakan Cheney (2009) dan Kahar (2016). Lebih jauh lagi, Cheney
(2009) dan Kahar (2016) memberikan beberapa contoh kernel hasil dilasi. Berikut ini salah satu
contoh dilasi dari kernel H yang memenuhi Teorema 3.
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Contoh 1. Misalkan

cr (1= 11x|I?)%, untuk ||x]| <1
Hy, (x) = . (32)
0, untuk ||x|| > 1
dengan ||x|| € R?, ||. || menyatakan norm Euclid, dan ¢, konstanta yang dipilih sedemikian
sehingga [« Hy (x)dx = 1. Akanditunjukkan lim_, f”X”>5IHk(x)|dx = 0. Ambil
§ > 0. Jkad > 1, berdasarkan definisi, integran H,, (x) sama dengan nol untuk [|x|| > &
sehingga
f”X”>6|Hk(x)|dx = 0. 33)
Selanjutnya, asumsikan 0 < & < 1. Definisikan bola satuan $¢~* di R? sebagai
S t={xe R*: |x||, =1} (34)
dan nyatakan w,_, sebagai daerah berdimensi d dari $¢~*. Kemudian, gunakan koordinat
polar, maka untuk p € (0,1)
1
el = f (1= |xl1H*dx =wy_, f(l —r2)kyrd=1 gy
llxll=1 0
p p
> wy_q J(l —r)krdldr > (1—-pH* wy_, j r@1dr
0 0
=(1-p)* w,_,p?/d (35)
diperoleh
cd <d(1-pH)*plwil, (36)
sehingga
1
f |H, ()] dx = f I, (1= Ixl?)¥|dx = w,_, fcku — p2)kpd-1 gy
lIxll>& lIxll>s §
1
Swy_ 16, (1 =8k frd‘l dr
5
1
< wy_, 0, (1= 85k jrd‘l dr
0
Swy_1d(1—p)*plwil, (1 - 62)kd™?
_ 1-62 k —d
= (%) i (37)

1-62
1-p?

k
Pilih p sehingga 0 < p < § maka ( ) p~% > 0 untuk k — oo. Dengan demikian,

terbukti bahwa ||

||x||>5|Hk(x)|dx - 0untuk k - co. m
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Dengan demikian barisan H,, yang didefinisikan seperti pada Contoh 1 dan memenuhi sifat-
sifat seperti yang disebutkan pada Teorema 2 dan Teorema 3 dapat digunakan sebagai identitas
hampiran pada konvolusi. Akibatnya, untuk setiap fungsi f yang kontinu terbatas dan terdefinisi pada
R?, konvolusi dari f * H, merupakan hasil aproksimasi fungsi tersebut.

Perhatikan bahwa pada Teorema 2 dan 3, aproksimasi fungsi kontinu terbatas dilakukan
dengan menggunakan norm-1. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa aproksimasi fungsi kontinu
terbatas juga dipenuhi untuk norm||. || .

Teorema 4. Misalkanp € [1,00),¢ € L*(R%),a = fRd f(x)dx,dan untuk t > 0 misalkan

¢, (x) = %d) (%) Jika f fungsi kontinu terbatas di R® dan f kontinu seragam maka ||, * f —
afoo konvergen ke 0 untuk £=0.

Bukti. Misalkan y = tz maka

¢+ f00) = fpa fCx =Py = [pa f(x — t2)p(2)dz (38)

sehingga

¢ * f(x) —af (x) = [palf(x —t2) = f(O)]P@)dz = [palre,f(x) — fO)]P(2)dz. (39)

Kemudian,
e * f = afllee < frallte,f — fllol@(2)1dz. (40)

Karena f kontinu seragam maka lim, ||z, f — fll.. = O secara seragam. Dengan
menggunakan Teorema Kekonvergenan Terdominasi mengakibatkan

Jeallzeof = fllelp (2)1dz - 0. (41)
Karena (40) dan (41), maka ||, * f —afll,, =0 untuk t > 0. m

SIMPULAN

Konvolusi merupakan operasi matematika pada dua fungsi yang menghasilkan suatu fungsi
baru dan dapat dipandang sebagai versi modifikasi dari salah satu fungsi aslinya. Operasi konvolusi
memiliki identitas hampiran. Hal ini yang mendasari konvolusidapat digunakan untuk aproksimasi
fungsi termasuk fungsi-fungsi kontinu terbatas. Misalkan H,, barisan fungsi yang memenuhi sifat
tertentu, maka untuk setiap fungsi kontinu terbatas f yang trdefinisi di R, kekonvergenan f * H,,
seragam pada himpunan kompak di R pada norm-1. Lebih lanjut, telah dibuktikan aproksimasi
fungsi kontinu terbatas pada norm||. ||....

Selanjutnya, berdasarkan hasil tersebut, dapat dicari pula konvolutor untuk aproksimasi
fungsi-fungsi lain seperti fungsi di ruang Lebesgue (L?) dengan 1 < p < oo dan kaitannya antara
fungsi kontinu seragam dengan fungsi terukur Lebesgue. Selain itu, dapat dikaji pula penerapan
konvolutor yang telah dikontruksi pada pengolahan citra digital.
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