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Kata Kunci: ieksplorasi lam r i ntuk ngembangan graf dengan
Bilangan Terhubung Titk dieksplorasi dalam berbagai bentuk pengembangan graf denga

Pelangi; Graf Garis. Graf memanfaatkan graf garis, graf tengah dan graf total. Graf garis L(G)
Tengah; Graf Total; Graf Panci adalah graf yang titik-titiknya merupakan sisi-sisi dari G, dan jika u,v =

E(G) maka uv > E(L(G)) sedemikian sehingga u dan v saling berbagi titik
Keywords: di G. Graf tengah M(G), merupakan sebuah graf dengan himpunan
Rainbow Vertex Connection titiknya merupakan gabungan antara kumpulan titik dan kumpulan sisi

g?;g?f?!;{;ﬁ;%ﬁ?;P'!:]dgfaph dari graf G. Sedangkan graf total T(G), yaitu graf yang titiknya didapatkan

dari himpunan titik dan himpunan sisi dari graf G, dimana setiap titik V(G)

saling terhubung. Penelitian ini menganalisis bilangan terhubung titik

A pelangi yang terhubung pada graf garis, graf tengah dan graf total dari

graf panci (Pn,) dengan m = 6. Berdasarkan hasil yang diperoleh,

didapatkan teorema bilangan terhubung titik pelangi pada graf garis dari graf panci rvc(G) =
m-2Y\ ((-1)™+1 m+1\ [(-1)™+141 . . m+2\ [(-1)™+1

(—) (( ) )+ (—) (L) graf tengah dari graf panci rvc(G) = (T) (L) +

2 2 2 2 2

(mT"Lg) (7(_1):“”), dan graf total dari graf panci rvc(G) = (?) (7(_1):“) + (an) (7(_1)?1“).

ABSTRACT

One of the concepts in graph theory closely related to rainbow vertex coloring is the rainbow vertex-
connected number. A graph G is said to be rainbow vertex-connected if there is at least one path
connecting vertices with different colors. This concept refers to the minimum number of colors required
to color a graph G so that the graph is rainbow vertex-connected, denoted by rvc(G). The topic of
rainbow vertex coloring can be explored in various forms of graph development by utilizing line graphs,
middle graphs, and total graphs. A line graph L(G) is a graph where the vertices represent the edges of
G,and ifu,v > E(G), then uv > E(L(G)) such that u and v share a vertex in G. A middle graph M(G) is
a graph whose vertex set is the union of the vertex set and edge set of graphs G. Meanwhile, a total
graph T(G) is a graph whose vertices are obtained from the vertex set and edge set of graphs G, where
every vertex in V(G) is connected to each other. In this research, | discuss the rainbow vertex-connected
number of the line graph, middle graph, and total graph of the pan graph (Pn,,) with m > 6. Based on
the obtained results, the theorems for the rainbow vertex connected number of the line graph of the pan
graph are rvc(G) = (m—_z) (ﬂ) + (m—ﬂ) ((—D";ﬁ) the middle graph of the pan graph rvc(G) =

2 2 2

(m—”) ((_1)m+1) + (m—+3) ((—1)"21&) and the total graph of the pan graph rvc(G) = (%) ((_1)m+1) +

2 2 2 2

() (5
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PENDAHULUAN

Teori graf adalah bagian dari beberapa contoh cabang ilmu yang umumnya digunakan sebagai media
untuk dapat mengilustrasikan satu masalah sehingga lebih mudah dipahami (Lihawa et al., 2022).
Perkembangan dalam teori graf juga memiliki peran penting dalam pembentukan model-model
terstruktur. Pendekatan ini awalnya diperkenalkan oleh matematikawan asal Swiss bernama Leonhard
Euler dalam presentasinya yang berhasil memecahkan permasalahan Jembatan Koénigsberg pada
tanggal 26 Agustus 1735 di Akademi llmu Pengetahuan St. Petersburg (Kusuma, Yoga Jati and
Prasetyo, 2020).

Teori graf memuat beberapa pokok bahasan yang menarik untuk dikaji diantaranya yaitu pelabelan
serta pewarnaan graf. Pelabelan graf yaitu proses pemetaan elemen-elemen dalam graf ke dalam
himpunan yang asli. Dalam pelabelan graf terdapat tiga jenis pelabelan yang terdiri dari pelabelan titik,
pelabelan sisi serta pelabelan total (Kusuma, Yoga Jati and Prasetyo, 2020). Apabila pelabelannya
terkait dengan titik, maka hal tersebut dikatakan sebagai pelabelan titik, selanjutnya jika berkaitan
dengan sisi, maka hal tersebut dikatakan pelabelan sisi, serta jika melibatkan pelabelan titik serta sisi,
maka hal tersebut dikatakan sebagai pelabelan titik dan sisi yang bisa juga disebut dengan pelabelan
total (Taha, Dennynatalis and Nurwan, Nurwan and Nasib, Salmun K and Yahya, 2021).

Topik menarik yang berkembang selain pelabelan graf yaitu pewarnaan graf. Pewarnaan graf adalah
proses pemberian warna pada elemen-elemen dalam suatu graf. Pewarnaan graf memiliki peran
penting dalam upaya menetapkan minimum jumlah warna yang dibutuhkan untuk untuk memberi warna
pada sebuah graf. Pewarnaan graf mencakup tiga jenis utama, yaitu pewarnaan titik (vertex coloring),
pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (Harsya, HY and Agustin, IH and Dafik,
2014).(Chartrand et al., 2008) mengembangkan konsep pewarnaan menjadi pewarnaan pelangi. Graf
dapat dikatakan terhubung pelangi jika ada lintasan pelangi diantara kedua titik dimana tidak ada dua
sisi dalam lintasan itu yang mempunyai kesamaan warna. Hubungan antara pewarnaan pelangi dan
konsep keterkaitan graf, jadi dasar terbentuknya bilangan terhubung pelangi.

(Krivelevich & Yuster, 2010) mengembangkan konsep bilangan terhubung pelangi ke dalam konsep
yang disebut dengan bilangan terhubung titik pelangi. Bilangan terhubung titik pelangi merupakan
proses pewarnaan terhadap titik graf G. Setiap titik dalam graf G dapat di hubungkan oleh adanya
lintasan pada titik-titik interior dengan warna yang tidak sama. Bilangan terhubung titik pelangi
direpresentasikan sebagai rvc(G) (Simamora & Salman, 2015).

Seiring dengan berjalannya waktu, dalam pengembangan bidang teori graf banyak topik yang dapat
dikaji salah satunya yaitu dengan memanfaatkan graf garis, graf tengah dan graf total. Graf garis L(G),
merupakan sebuah graf yang titiknya adalah sisi-sisi dari G, dan jika u,v € E(G) maka uv € E(L(G))
sehingga u dan v berbagi titik di G. Graf tengah M(G), merupakan sebuah graf dengan himpunan titiknya
merupakan gabungan antara kumpulan titik dan kumpulan sisi dari graf G. Sedangkan graf total
T(G) yaitu sebuah graf yang titiknya didapatkan dari kumpulan titik dan kumpulan sisi di graf G, dimana
tiap titik V(G) saling terhubung (Srinivasa Rao, K and Murali, 2015). Penelitian-penelitian terkait graf
garis L(G), graf tengah M(G) dan graf total T(G) pada bidang kajian pewarnaan titik pelangi sebelumnya
telah diteliti oleh beberapa peneliti seperti penelitian oleh (Hariramkumar & Parvathi, 2016), (Fransiskus
Fran, Brella Glysentia Vilgalita, 2020), (Sari, 2017), (Liu et al., 2014) dan (Rahmawati et al., 2020).

Kajian penelitian mengenai graf yang digunakan telah dilakukan sebelumnya oleh (Yahya et al., 2023)
dan (Verma & James, 2019). Penelitian tersebut membahas tentang penentuan indeks kromatik,
pewarnaan total dan diameter dari graf panci, sedangkan graf panci (Pn) adalah gabungan dari graf
siklus (Cn) dan graf tunggal (K;) dengan sebuah lintasan. Dalam penelitian ini, penulis tertarik untuk
mengkaji konsep bilangan terhubung titik pelangi dalam menentukan graf garis, graf tengah dan graf
total pada graf panci (Pn,,).

METODE

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah (library research) yaitu dengan melibatkan
pemeriksaan sumber-sumber seperti jurnal, buku, artikel ilmiah dan referensi terkait lainnya yang
berkaitan dengan bilangan terhubung titik pelangi. Hal ini dilakukan dengan maksud untuk memperoleh
informasi dengan menentukan metode yang akan digunakan dalam mengulas masalah terkait dalam
penelitian ini. Berikut tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini: 1) menggambar serta
menentukan graf garis L(G), graf tengah M(G) dan graf total T(G) dari graf panci (Pny,); 2) setelah
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mendapatkan gambar graf sebelumnya dengan menentukan graf garis L(G), graf tengah M(G) dan graf
total T(G) kemudian menentukan dan memperoleh pola bilangan terhubung titik pelangi (rvc); 3)
melakukan pelabelan dan pewarnaan pada graf kemudian mendefinisikan pola bilangan sisi dan titik;
4) melakukan pembuktian teorema bilangan terhubung titik pelangi rvc(G) pada graf tersebut.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Bilangan Terhubung Titik Pelangi pada Graf Garis L(G) dari Graf Panci (Pn,,)

Definisi 1: Misalkan m bilangan bulat dengan m > 6. L(Pn,,) merupakan graf hasil pembentukan graf
tengah dari graf panci, sehingga himpunan titik dan sisi dari graf G didefinisikan berturut-turut sebagai
berikut:

e V(G ={vJie[l,m+1]}

e E(G) ={vivisali € [Lm]} U {vyvi} U {vyvinee} (1)

Teorema 1: Misalkan m merupakan bilangan bulat dengan m > 6 dan L(Pn,,), maka

rve(G) = (m—Z) ((—1)m+1) n (m+1) ((—1)m+1+1) @

2 2 2 2

Bukti. Berdasarkan teorema Krivelevich dan Yuster (2010) diketahui bahwa rvc(G) = diam — 1. Apabila
rvc(G) = diam(G) — 1 cukup ditunjukkan terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan c:V(G) -
{1,2,...,rvc(G)}. Sedangkan jika rvc(G) # diam(G) — 1 atau rvc(G) = diam(G) — 1 perlu dibuktikan
dengan kontradiksi. Oleh karena itu, pembuktian pada teorema 1 ini dibagi menjadi dua kasus
pembuktian, karena pada m genap rvc(G) =diam(G) —1 bisa dibuktikan langsung dengan
menunjukkan lintasan dengan pewarnaan c: V(G) - {1,2,...,diam(G) — 1}. Sedangkan untuk kasus
m ganijil rvc(G) = diam(G) — 1, maka dibuktikan dengan kontradiksi.

Kasus 1. m genap, diam = ?

Graf L(Pn,) merupakan graf garis dari graf panci (Pn,,). Berdasarkan graf pada Gambar 1 terdapat
suatu lintasan v; ke v; yang selalu melewati setengah dari jumlah titik pada graf lingkaran, sehingga
untuk membuat graf tersebut terhubung titik pelangi dengan warna paling minimal maka semua titik ke
v; dari graf lingkaran haruslah diberi warna berbeda sebanyak mT_z Untuk kasus m genap, karena
rvc(G) = diam(G) — 1 bisa dibuktikan langsung dengan menunjukkan lintasan dengan pewarnaan c :
V(G) - {1,2, ..., diam(G) — 1} pada graf L(Pn,,) untuk m genap dengan m > 6 yang dikontruksi sebagai
berikut:

m
i, untuleisE—l
m m
c(vi) = i—(;—l), untuk?—1<ism—2
m
i—(5+1), untukm—-2<i<m
(V1) =1 (3)

llustrasi Pewarnaan titik pelangi pada graf L(Pn,,) dengan m > 6 untuk m genap dapat dilihat pada
Gambar 1 berikut.
»c,
»Cy

Vg

Gambar 1. Pewarnaan Titik Pelangi L(Png)
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Berdasarkan pewarnaan tersebut dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap dua titik x dan y di titik v;
dengan i = [1,m + 1] dimana x,y € V(G) terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan c yang dapat
dilihat pada Tabel 1 berikut:

Table 1. Lintasan Titik Pelangi Graf L(Pn,,) untuk m genap

No X y Kondisi Lintasan Pelangi
1 Vi Vi i=[1m]j= (i + ?) mod m Vir Vit 1, Vigzs -0V
. m . m .
i+ 5,untuk1 = 5,] =m
i=m+1j=E Vi, Vi, Va, oeny Vj
’ 2
i=m4+1 ] :T Vi, Vi—1, Vi—2, ...,Vj
’ 2

Berdasarkan Definisi 1 tentang bilangan terhubung titik pelangi dan lintasan pelangi pada Tabel 1
maka Teorema 1 yang menyatakan rvc(G) = mT_Z untuk m genap dengan m > 6 terbukti.

Kasus 2. M ganjil, diam = mTH

Selanjutnya untuk kasus m ganijil akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa rvc # mT“ — 1. Andaikan

rve =28 1, maka terdapat c yang merupakan suatu pewarnaan titik pelangi c : V(G) -
m+1
{12,., 22 -1},

Perhatikan jika v;,, diberi warna 1,2,3,...,mT+1—1 maka akan terdapat satu titik v; = v;;; Yyang

menyebabkan lintasan vy, — v; tidak pelangi. Karena graf L(Pn,,) tidak dapat diwarnai dengan mTH —
1 warna maka pengandaian salah, haruslah graf G diwarnai dengan mT“ warna sehingga rvc(G) = mT“
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa rvc(G) = mTH dengan kontruksi pewarnaan titik ¢ sebagai berikut:

) - m+1
i, untuk1 <i <

cvi) = i_(m_—l—l)’ m+1

untuk <i<m

c(Vms1) =1 4)

llustrasi pewarnaan titik pelangi pada graf L(Pn,,) dengan m > 6 untuk m ganjil dapat dilihat pada
Gambar 2 berikut

» C
> C,

v

Gambar 2. Pewarnaan Titik Pelangi L(Pn,) dan L(Png)

Untuk setiap dua titik x dan y di titik v; dengan i € [1,m + 1] dimana x,y € V(L(an)) terdapat lintasan
pelangi dengan pewarnaan c pada titik-titiknya dengan kondisi yang ditunjukkan pada Tabel 2.
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Table 2. Lintasan Titik Pelangi Graf L(Pn,,) untuk m ganijil

No X y Kondisi Lintasan Pelangi
1 - m+1 . Vs
Vi Vii=(1,m]j= (i 5 )mod m Vi Vi V-1, = Vj
. m-1 . m-—1
i+ ,untuklzT,jzm

m
1=m+1’]: Vi,Vl,Vz,...,Vj

2
m
i=m+1j=> Vis Vi—1, Viez, -+, Vj

Berdasarkan Definisi 1 tentang bilangan terhubung titik pelangi dan lintasan pelangi pada Tabel 2 maka

1

Teorema 1 yang menyatakan rvc(L(an)) = % untuk m ganjil dengan m > 6 terbukti.

Bilangan Terhubung Titik Pelangi pada Graf Tengah M(G) dari Graf Panci (Pn,,)

Definisi 2: Misalkan m bilangan bulat dengan m > 6. M(Pn,,,) merupakan graf hasil pembentukan graf
tengah dari graf panci, sehingga himpunan titik dan sisi dari graf G didefinisikan berturut-turut sebagai
berikut:

e V@G ={ylie[l,m+1]}u{vilie[1,m+ 1]}

e E(G) = {wjvi4]i € [Lm]} U {vjuli € [1,m + 1]} U {vjviyq]i € [, m]} U {vyv} U {viviiq} U {viug}

Teorema 2: Misalkan m merupakan bilangan bulat dengan m > 6 dan M(Pn,,), maka

) = (2) (22 (22) (222

Kasus 1. m genap, diam = ?+ 2

Graf M(Pn,,) merupakan graf tengah dari graf panci (Pn,,). Berdasarkan graf pada Gambar 4 terdapat
suatu lintasan u; ke u; yang selalu melewati setengah dari jumlah titik pada graf lingkaran, sehingga
untuk membuat graf tersebut terhubung titik pelangi dengan warna paling minimal maka semua titik ke
u; dari graf lingkaran haruslah diberi warna berbeda sebanyak mTJ'Z Untuk kasus m genap, karena
rvc(G) = diam(G) — 1 bisa dibuktikan langsung dengan menunjukkan lintasan dengan pewarnaan c :
V(Q) - {1,2, ...,diam(G) — 1} pada graf M(Pn,,) untuk m genap dengan m > 6 yang dikontruksi sebagai
berikut:

m
i+1, untuk1 <i < —
2
C(Vi) . m m .
1—(3—1), untuk5<1Sm
cly)) =1; i€e[1,m+1]
c(Vm41) =1 (6)

llustrasi Pewarnaan titik pelangi pada graf L(Pn,) dengan m > 6 untuk m genap dapat dilihat pada
Gambar 3 berikut
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»Cy

Gambar 3. Pewarnaan Titik Pelangi M (Png)

Berdasarkan pewarnaan tersebut dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap dua titik x dan y di titik v;
dengan i = [1,m + 1] dimana x,y € V(G) terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan c yang dapat
dilihat pada Tabel 3.

Table 3. Lintasan Titik Pelangi Graf M(Pn,,) untuk m genap

No x Y Kondisi Lintasan Pelangi
m
1. Vi Vi i= [1; m],] = (1 + ?) mod m Vi) Vit Vig2, ---;Vj
i # = untuki = =,
i#—,untuki=—,j=m
2 2m]
2. Vi U i= [1, m],] = (1 + E) mod m Vi Vi Vin—15 ++» UYj
i # 2 untuki= =,
i#—,untuki=—,j=m
2 2"
3 u; \4 Wi, Vi, Viny Vin—1s ==+ Vj

i=[1m]j= (i+(?+1))modm

'im 1 tk'—m 1,j=
i > ,unu1—2 ,j=m

m
4. ui u] i= [1’ m]’] = (1 + E) mod m Ui, Vi+1, Vi+2, ,u]

i # =, untuk i = = j
i#—,untuki=—,j=m

2 2"
i= [m + 1]’] = ? Uj, Vi, Vg, -e) Uj

m

i= [m + 1]’] = E Ui, Vi, Vi—1, ...,u]-

Berdasarkan definisi bilangan terhubung titik pelangi dan lintasan titik pelangi pada Tabel 3 maka
Teorema 2 yang menyatakan rvc(G) = mT” untuk m genap dengan m > 6 terbukti.

Kasus 2. m ganjil, diam = mTH

Selanjutnya untuk kasus m ganjil akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa rvc # mTH — 1. Andaikan
m+3

rvc = mT” — 1, maka terdapat c yang merupakan suatu pewarnaan titik pelangi c : V(G) —» {1,2, =y

1}, seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4 berikut:
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» <y
»Cy
Gambar 4. Pewarnaan Titik Pelangi M (Pn,,) dengan 4 warna
Perhatikan jika v; diberi warna 1,2,3, mT+3 —1 maka akan terdapat satu titik v,,; =v; yang
menyebabkan lintasan up,,; — u; tidak pelangi. Karena graf M(Pn,,) tidak dapat diwarnai dengan mTH -

m+3

1 warna maka pengandaian salah, haruslah graf G diwarnai dengan mT” warna sehingga rvc(G) = -

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa rvc(G) = mTH dengan kontruksi pewarnaan titik ¢ sebagai berikut:

m+ 1
i+1, untuk 1 <i <
cv) = m-—1 m+1
i— (T), untuk <i<m
c(y) =1; i€[l,m+1]
c(Vm1) =1 (7

llustrasi pewarnaan titik pelangi pada graf L(Pn,) dengan m > 6 untuk m ganjil dapat dilihat pada
Gambar 5 berikut.

Gambar 5. Pewarnaan Titik Pelangi M(Pn,), dan M(Pny)

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap dua titik x dan y di titik u;, v; dengan i € [1,m + 1] dimana x,y €
V(M(an)) terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan c pada titik-titiknya dengan kondisi yang
ditunjukkan pada Tabel 4.

Table 4. Lintasan Titik Pelangi Graf M (Pn,,) untuk m ganijil

No X Y Kondisi Lintasan Pelangi

1. v \4 m+1

' i=[1,m]j= (i + — )modm VirVm V-1, -2V
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. m-—1 . m-—3
1+ ,untuklzT,]zm
2 vy i=|[1 m]j=<i+—m+1)modm VirVits Vivzs o Uy
) ) 2
. m-1 . m-—1
1# ,untuklzT,jzm
3 u; Vioi= [1m],] = (i + m + 1) mod m Ui, Vig1, Vigos =) Vj
) ) 2
_im—l tk__m—l__
i o untuki=——,j=m
4 Ui l,l] i= [1 m] ] = <1 + m—H) mod m Ui, Vi, Vi) V-1, ...,llj
) ) 2
. m-—1 . m-—1
1+ ,untuklzT,]zm

m
i=[m+1]j=> Uiy Vi) V1, Vz, - U

m
i=[m+1],j= - Wi, Vi, Vi—1, Vi—2, -, Uj

Berdasarkan definisi bilangan terhubung titik pelangi dan lintasan pelangi pada Tabel 4 maka Teorema
2 yang menyatakan rvc(M(Pn,,)) = mTH untuk m ganjil dengan m > 6 terbukti.

Bilangan Terhubung Titik Pelangi pada Graf Total T(G) dari Graf Panci (Pn,,)

Definisi 3: Misalkan m bilangan bulat dengan m > 6. T(Pn,,) merupakan graf hasil pembentukan graf
total dari graf panci, sehingga himpunan titik dan sisi dari graf G didefinisikan berturut-turut sebagai
berikut:
e V@G ={ylie[l,m+1]}u{vilie[1,m+ 1]}
e E(G) = {uviyli € [1, m]} U {vjui|i € [1,m + 1]} U {vjvi4]i € [1, m]} U {wu;44]i € [1, m]} U {uup} U
{vium} U{vivin} U {vivimeq}
(8)

Teorema 3: Misalkan m merupakan bilangan bulat dengan m = 6 dan T(Pn,,), maka
—1)m _1\ym+1
I‘VC(G) _ (E) (( 1) +1) n (m+1) (( 1) +1) ©)
2 2 2 2

Kasus 1. m genap, diam = ?+ 1

Graf T(Pn,,) merupakan graf tengah dari graf panci (Pn,,). Berdasarkan graf pada Gambar 7 terdapat
suatu lintasan u; ke u; yang selalu melewati setengah dari jumlah titik pada graf lingkaran, sehingga
untuk membuat graf tersebut terhubung titik pelangi dengan warna paling minimal maka semua titik ke
u; dari graf lingkaran haruslah diberi warna berbeda sebanyak ? Untuk kasus m genap, karena rvc(G) =
diam(G) — 1 bisa dibuktikan langsung dengan menunjukkan lintasan dengan pewarnaan c: V(G) —
{1,2, ...,diam(G) — 1} pada graf T(Pn,,) untuk m genap dengan m > 6 yang dikontruksi sebagai berikut:

m
i+1, untuk1 <i<—-1
_ 2
c(vy) = m m
i—(?—l), untuk§—1<iSm—1
m
c(v;) =5 i=1
m
i, untuk1 <i<—
_ 2
C(Vi) - . m m .
1—(7), untuk5<1Sm—1

c(up) = cUps) = c(Wmi1) = 1;
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(10)

llustrasi Pewarnaan titik pelangi pada graf T(Pn,,) dengan m = 6 untuk m genap dapat dilihat pada
Gambar 6 berikut

Gambar 6. Pewarnaan Titik Pelangi T (Png)

Berdasarkan pewarnaan tersebut dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap dua titik x dan y di titik u;v;
dengan i = [1,m + 1] dimana x,y € V(G) terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan c yang dapat
dilihat pada Tabel 5 berikut:

Table 5. Lintasan Titik Pelangi Graf T(Pn,,) utnuk m genap

No X Y Kondisi Lintasan Pelangi

m
1. Vi Vioi=]1, m],j = (i + ?) mod m Vis Vit 1, Vit2s - Vj

i =2 untuki= = j
i#—,untuki=—,j=m
2 2’

m
0V Y = mlj=(i+5)modm Vie Vi Vin-1, -, Uy

i =2 untuki= = j
i#—,untuki=—,j=m
2 2’

3 . Yi i=[1,m]j= <i + (;+ 1)) mod m Hir Vi Vs o0 Vj
1¢?—1,untuk1=?—1,]=m

4, Y = [1,m]j= (i n ?) mod m Uj, Ui g, Uiy, oon, U
i# E,untukl = E'] =m
i=m+1,j=? Uj, Uj—q, Uy, -, Uy
i=m+1,j= ? Ui, Ujmq, Ujmz, ooy U

Berdasarkan definisi bilangan terhubung titik pelangi dan lintasan titik pelangi pada Tabel 5 maka
Teorema 3 yang menyatakan rvc(G) = ? untuk m genap dengan m = 6 terbukti.

Kasus 2. m ganjil, diam = mTH
Selanjutnya untuk kasus m ganjil akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa rvc # mTH — 1. Andaikan

rvc = mTH — 1, maka terdapat c yang merupakan suatu pewarnaan titik pelangi c : V(G) - {1,2, mTH -

1}.
Perhatikan jika v, diberi warna 1,2,3,...,m7+1—1 maka akan terdapat satu titik u, =u; yang

menyebabkan lintasan uy,,; — u; tidak pelangi. Karena graf T(Pn,,) tidak dapat diwarnai dengan mTH -

1 warna maka pengandaian salah, haruslah graf G diwarnai dengan mTH warna sehingga rvc(G) = ml

2
. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa rvc(G) = mT“ dengan kontruksi pewarnaan titik c sebagai berikut:
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m-—1
i+1, untuk1 <i <
c(vi) m-—3 m-—1
i—(—), untuk <i<m-1
1 2 2
m+ .
c(v;) =7 ;1=
) ) +1
i, untuk 1 <i <
cvi) = m + 1 1
i—( > ), untuk <i<m-1

c(Um) = c(Ums1) = CWpe) = 15
(11)

llustrasi pewarnaan titik pelangi pada graf T(Pn,) dengan m > 6 untuk m ganjil dapat dilihat pada
Gambar 7 berikut.

Gambar 7. Pewarnaan Titik Pelangi T(Pn,) dan T(Png)

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap dua titik x dany di titik u;, v; dengan i € [1,m + 1] dimana x,y €
V(T(an)) terdapat lintasan pelangi dengan pewarnaan c pada titik-titiknya dengan kondisi yang
ditunjukkan pada Tabel 6.

Table 6. Lintasan Titik Pelangi Graf T (Pn,,,) untuk m ganijil

No X y Kondisi Lintasan Pelangi
1. Vi Vio [1,m],j = (i 4 m + 1) mod m Viy Vins Vm=1, V=2, -+ Vj
) J 2
=2 ki =L
1 > ,untuki = > ,j=m
2 Vi u; i = [Lmlj= (i 4 m — 1) mod m Vis Vit 1, Vigzs s Uj
) J 2
- -1 ruk i m+ 1
1 > ,untuki = > ,j=m
3w i=[1,m]j= (1 + )modm Ui Vit Viez, s Vj
) ) 2
-1 -1
i+ ,untuki=——,j=m
2
4 i u] 1= [1! m]!] - (1 + 1) mod m Uj, U, Um—1, '"ruj
-1 m
i# ,untuki=5,j=m
]=m+1 ] =m—-|_1 ui;ui_l,ul,...,u]'
’ 2
i=m+1j=m+1 Uj, Uj—q, Uj—p, -, Uj

2

Berdasarkan Definisi 3 tentang bilangan terhubung titik pelangi dan lintasan pelangi pada Tabel 6 maka

Teorema 3 yang menyatakan rvc(T(an)) = mT“ untuk m ganjil dengan m > 6 terbukti.
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SIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, maka diperoleh bilangan terhubung titik pelangi pada graf tengah
dari graf panci L(Pn,,), dengan m merupakan bilangan bulat dengan m > 6, maka

e = (252) (A72) () () w

2

Untuk bilangan terhubung titik pelangi pada graf tengah dari graf panci M(Pn,,), dengan m merupakan
bilangan bulat dengan m > 6, diperoleh

= (29 (22 (259 (259 .

Sedangkan, bilangan terhubung titik pelangi pada graf tengah dari graf panci T(Pn,), dengan m
merupakan bilangan bulat dengan m > 6, diperoleh

e = (2) () o (222) (2372 o

2 2
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