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memberi dampak buruk bagi budaya belajar matematika. Dengan

metode penelitian kualitatif melalui kajian kepustakaan, peneliti

) berupaya untuk berkontribusi memberikan bukti matematis suatu rumus

Kata Kunci: cepat agar dapat menjadi referensi bagi guru. Pembuktian rumus cepat

jarak, pembuktian, rumus cepat . . . .

dijelaskan dari beragam sudut pandang menggunakan berbagai materi

yang masih dalam ruang lingkup geometri. Adapun materi-materi yang

dilibatkan dalam pembuktian penelitian ini meliputi beberapa konsep.

Konsep-konsep tersebut meliputi kesebangunan, luas segitiga, bangun

ruang dimensi tiga, geometri analitis (dengan sistem koordinat

Kartesius), serta dengan pendekatan analisis vektor (vektor ruang).

Hasil penelitian menunjukkan bahwa suatu rumus cepat dapat

dibuktikan dengan materi-materi dalam matematika sekolah, sehingga

BY SA bisa menjadi referensi bagi guru ketika ingin menggunakan rumus cepat

tersebut yang dilengkapi dengan dasar pembuktian yang kuat. Lebih

lanjut, penelitian ini dapat dikembangkan dengan melengkapi pembuktian rumus cepat (rumus jarak)
menggunakan konsep lainnya yang masih sesuai dalam materi matematika sekolah.
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ABSTRACT

The purpose of this study is to present a variety of proofs on a short-cut formula (distance formula) in
three-dimensional geometric material. In school mathematics learning, short-cut formulas in three-
dimensional geometric material are often used, but are rarely equipped with strong conceptual
frameworks that can have a negative impact on the culture of learning mathematics. Using qualitative
research methods through literature review, researchers seek to contribute to providing mathematical
evidence for a quick formula so that it can become a reference for teachers. The proof of the short-cut
formula is explained from various points of view using various materials that are still within the scope of
geometry. The materials included in the proof of this research include several concepts. These concepts
include congruence, area of triangles, three-dimensional geometric shapes, analytical geometry (with
the Cartesian coordinate system), and the approach to vector analysis (vector space). The results of the
research show that a short-cut formula can be proven with materials in school mathematics, so that it
can be a reference for teachers when they want to use the short-cut formula which is equipped with a
strong basis of proof. Furthermore, this research can be developed by completing the proof of the short-
cut formula (distance formula) using other concepts that are still appropriate in school mathematics
material.

PENDAHULUAN

llmu yang membantu manusia memahami kontur wilayahnya melalui teknik menggambar peta, ilmu
yang menjadi dasar seseorang ketika membuat desain bangunan atau desain lainnya, serta ilmu yang
harus dipelajari dalam kingdom animalia agar memudahkan seseorang memahami hewan ketika
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hewan-hewan tersebut beraktivitas dan melakukan pergerakan merupakan segilintir manfaat dari
belajar geometri (Risnawati et al., 2019; Wasilah, 2018). Banyaknya manfaat yang terkandung di
dalamnya membuat geometri sangat penting dipahami dan dipelajari (I'am & Islamiati, 2018).
Pentingnya mempelajari Geometri juga dinyatakan dalam Prinsip dan Standar Matematika Sekolah
yang disusun oleh organisasi pendidikan matematika terbesar dunia, National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) pada tahun 2000 (Yorulmaz & Cilingir Altiner, 2021). Tidak hanya sebagai materi
yang penting, perkembangan berpikir seseorang ketika belajar geometri juga dapat dianalisa dan dapat
dinyatakan dalam level-level tertentu, adapun teori yang dapat digunakan untuk mengukur hasil analisa
level berpikir geometri tersebut dikemukakan oleh dua ahli pendidik berasal dari Belanda, yakni Dina
van Hiele-Geldof dan Pierre Marie van Hiele sekitar tahun 1950-an hingga awal 1960-an, yang lebih
lanjut dikenal sebagai teori Van Hiele (Walle et al., 2019).

Beberapa alasan utama yang membuat geometri penting untuk dipelajari telah dikemukakan oleh para
ahli bahkan sejak lama. Alasan tersebut dirangkum sebagai berikut. (1) geometri dapat dipandang
sebagai bantuan utama ketika berkomunikasi dan berperan penting untuk problem solving, selain itu di
kehidupan sehari-hari, geometri mudah dijumpai dalam astronomi, ilmu kebumian, ilmu tentang flora
dan fauna, bahkan hingga karya seni arsitektur serta sistem mekanik (2) geometri membantu seseorang
agar memsiliki persiapan yang berharga ketika belajar matematika dan sains, dari tingkat dasar hingga
tingkat yang lebih tinggi, serta membantu berbagai karir yang membutuhkan keterampilan matematika,
(3) geometri memberikan kesempatan untuk mengembangkan persepsi spasial, (4) geometri penuh
teka-teki dan menarik (5) geometri berfungsi sebagai fasilitas untuk merangsang dan melatih
keterampilan berpikir, serta (6) geometri dapat mengantarkan individu atau sekelompok manusia
memiliki nilai budaya dan estetika (Sherard, 1981; Walle, 1994).

Dalam kurikulum pendidikan di Indonesia materi geometri diajarkan pada semua jenjang
sekolah, terutama dalam matematika sekolah tingkat menengah atas. Terdapat materi yang meliputi
prinsip-prinsip geometri seperti trigonometri pada kelas X, transformasi geometri pada kelas XI, dan
bangun ruang dimensi tiga di kelas XII (Peraturan Menteri Pendidikan, 2018). Tiap materi geometri yang
disajikan dalam matematika sekolah tentu memiliki ciri khas dan tingkat kesulitan masing-masing.
Sebagai contoh materi bangun ruang dimensi tiga, secara konvensional materi ini mengharuskan siswa
untuk memahami cara menggambar bangun ruang dimensi tiga di bidang dua dimensi (papan tulis atau
kertas), kemudian membuat garis-garis bantu atau bidang bayang yang bisa saja membuat gambar
menjadi lebih rumit, serta yang terakhir menuntut individu tersebut untuk mampu menerapkan rumus
yang tepat sesuai dengan pertanyaan soal (Alghadari, 2017). Dengan perkembangan teknologi saat ini,
memahami objek dalam bangun ruang dimensi tiga sudah semakin mudah dan semakin didukung,
bahkan berdampak pada semakin kayanya pembelajaran matematika sekolah (Adelabu et al., 2019).
Namun, dukungan teknologi ini tidak sekaligus mengatasi kelemahan hitung geometri ruang, karena
keterampilan ini dihasilkan dari kombinasi kemampuan menjawab persoalan geometri, cara
memanfaatkan peta, dan representasi dalam ruang dimensional, sehingga penyebab kelemahan dalam
menghitung geometri secara spasial adalah akibat kombinasi kemampuan penunjang seperti
kemampuan spasial yang tidak tepat (Yilmaz, 2017). Selain itu, strategi pengajaran yang tepat dan
pengaturan waktu penyampaian, serta urutan penyampaian materi menjadi salah satu hal yang
seharusnya diperhatikan.

Urutan penyampaian materi bangun ruang dimensi tiga dalam kurikulum yang diterapkan di
Indonesia telah mengalami perubahan. Hal ini dapat dilacak dari pemberlakuan Kurikulum Tingkat
Satuan Pendidikan (KTSP) yang diberlakukan tahun 2006 silam. Di KTSP, materi bangun ruang dimensi
tiga disampaikan di kelas X semester genap, sedangkan di Kurikulum 2013 (K13) materi ini diletakkan
pada kelas XII semester ganjil (BSNP, 2006; Keputusan Balitbang Tentang Kompentensi Inti Dan
Kompetensi Dasar Pelajaran Pada Kurikulum 2013 Pada PAUD, Dikdas, dan Dikmen Berbentuk
Sekolah Menengah Atas Untuk Kondisi Khusus, 2020), sehingga selama K13 diberlakukan (hingga
tahun 2020) materi bangun ruang dimensi tiga sangat sering dijelaskan terburu-buru karena pada saat
yang sama para guru dituntut untuk menyelesaikan materi sekaligus mengejar deadline Ujian Nasional
Berbasis Komputer (UNBK). Dampak dari peletakkan materi dimensi tiga di kelas Xl membuat tidak
sedikit guru untuk mengajarkan cara cepat ketika menyelesaikan soal (Fahlevi, 2020). Salah satu cara
cepat yang populer dan sering peneliti temui adalah tentang penerapan rumus jarak antara titik ke
bidang dalam suatu bangun ruang dimensi tiga. Sebelum membahas rumus cepat yang dimaksud,
terlebih dahulu akan dijelaskan pengertian jarak dalam bangun ruang dimensi tiga.

Jarak antara dua komponen (antar titik, titik dengan garis, dan titik dengan bidang) dalam suatu bangun
ruang dimensi tiga menjadi salah satu bagian materi matematika yang dipelajari siswa (Rahadi, 2018).
Berbicara tentang konsep geometri, khususnya jarak dalam tiga dimensi, akan dapat memunculkan
persepsi dan pengalaman belajar yang berbeda di antara orang-orang (Alghadari et al., 2020). Jarak
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dalam bangun ruang dimensi tiga sebenarnya telah memiliki definisi yang baku. Jarak dapat dipahami
sesuai dengan komponen yang terlibat di dalamnya.

Dalam buku pendamping belajar (buku teks pelajaran) yang digunakan sekolah-sekolah di Indonesia,
rumus-rumus yang digunakan untuk menentukan jarak antar komponen dalam bangun ruang dimensi
tiga berbasis pendekatan spasial. Proses penghitungannya melibatkan rumus geometri yang
konvensional, seperti konsep kesebangunan, rumus luas segitiga, penerapan teorema Pythagoras, dan
rumus-rumus perbandingan dalam trigonometri (Rahadi, 2019). Namun, beberapa hasil kajian
menunjukkan bahwa konsep-konsep geometri lainnya seperti analisis vektor (vektor ruang) dan matriks
dapat juga digunakan untuk membantu perhitungan jarak dalam bangun ruang dimensi tiga, meskipun
tidak bertujuan untuk meningkatkan kemampuan spasial siswa (Alghadari, 2017; Rahadi, 2019; Fahlevi,
2021). Namun pada kondisi-kondisi tertentu, peserta didik juga sering diajarkan cara cepat dalam
menentukan hasil-hasil pengukuran jarak dalam soal bangun ruang dimesnsi tiga. Berikut contoh soal
serta penyelesaiannya dengan cara cepat.

Diketahui kubus ABCD.EFGH dengan panjang rusuk 6 cm. Jarak dari titik B ke bidang AFC adalah?
Pembahasan terdapat pada gambar 1.

H G
: Pembahasan dengan cara cepat:
) F
E — - B - AFC
: 3 II 1
: / = = X diagoal ruang
: N 1’ 3
] Ny 1
"D----,.I*-- ---’_-_-_ In =§X6\/§=2\/§C"l | ]
’ / __‘\_ o
¢'___,_-—-” \
A= B

sumber gambar: dokumen pribadi

Gambar 1. Kubus ABCD.EFGH dan Cara Cepat Penyelesaian Soal

Mayoritas rumus cepat yang diketahui siswa biasanya diperoleh dari lembaga bimbingan

belajar. Siswa sering menganggap rumus cepat adalah sesuatu yang sekedar digunakan tanpa harus
mengetahui konsep dasar matematika yang menjadi penyebab rumus cepat tersebut dapat diterapkan
pada soal. Hal tersebut semakin lumrah karena rumus cepat menjadi daya tarik bagi bimbingan belajar
untuk menarik minat siswa agar banyak yang bergabung (Widodo et al., 2015).
Penggunaan rumus cepat tanpa dasar konsep yang matang dapat memberi dampak buruk bagi budaya
belajar matematika, karena secara nyata dapat mendorong siswa pada budaya non-konstruktif, siswa
tidak akan memiliki waktu luang serta kesempatan untuk belajar. Lebih lanjut siswa bahkan dapat
kehilangan kemampuan untuk berpikir kreatif, rasional, dan analitis, yang akan menghambat
kemampuan mereka untuk mencapai tujuan belajar matematika. Keadaan seperti ini dapat dihindari jika
siswa memahami prinsip-prinsip dasar rumus cepat dan mengetahui persyaratan yang harus dipenuhi
agar rumus cepat dapat diterapkan. Para guru di sekolah dapat membantu siswanya dalam memperoleh
pemahaman ini. Guru dapat melakukan diskusi mendalam dengan siswa tentang situasi tertentu dalam
suatu persoalan, kemudian meminta siswa memberikan argumen mereka sendiri, yang secara terus-
menerus diarahkan untuk sampai pada pemahaman rumus cepat yang tepat (Herdian, 2019).

Berdasarkan uraian di atas, melalui penelitian ini peneliti berupaya untuk berkontribusi
memberikan bukti-bukti matematis suatu rumus cepat agar dapat menjadi referensi bagi para guru
atapun bagi para pendidik secara umum. Adapun rumus cepat yang akan dibuktikan terbatas pada
rumus untuk menentukan jarak pada contoh soal bangun ruang dimensi tiga yang telah dibahas
sebelumnya. Pembuktian rumus cepat dalam penelitian ini akan dijelaskan dari berbagai sudut pandang
menggunakan berbagai materi yang masih dalam ruang lingkup geometri, seperti konsep
kesebangunan, konsep luasan segitiga, konsep bangun ruang dimensi tiga itu sendiri, geometri analitis
(dengan koordinat Kartesius), serta analisis vektor (vektor ruang).

Aktivitas pembuktian dalam penelitian ini sangat relevan dengan kebutuhan pengajaran matematika
saat ini. Melalui pemamaham pembuktian-pembuktian rumus yang ada, guru dapat menambah
wawasannya dalam mengolah bahan ajar. Sajian pembuktian rumus yang telah dibuktikan dapat
disajikan sebagai salah satu bahan ajar untuk mengasah kemampuan bernalar dan kemampuan
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pembuktian matematis. Kemampuan pembuktian matematis merupakan bagian dari kemampuan
penalaran matematis, dan menjadi salah satu kemampuan penting dalam pembelajaran matematika
(Herizal, 2020). Adapun salah satu tujuan pembelajaran matematika di Indonesia adalah untuk
meningkatkan kemampuan tersebut karena berguna untuk melatih kemampuan berpikir matematis
tingkat tinggi (Herizal et al., 2020).

METODE

Ide penulisan artikel ini menggunakan pendekatan penelitian kepustakaan yang berbahan
referensi kajian pustaka (library research). Penelitian kepustakaan tergolong jenis kualitatif sehingga
memerlukan analisis deskriptif (Darmalaksana, 2020). Teknik analisis data yang digunakan dalam
penelitian kepustakaan meliputi metode analisis isi yang diterapkan secara sistematis terhadap catatan
atau dokumen sebagai sumber data untuk menjamin keabsahan baik dokumen hukum maupun
dokumen kebijakan serta temuan dari penelitian (Hardani et al., 2020). Adapun instrumen yang sesuai
dalam penelitian ini berupa daftar kategori bahan penelitian, rencana penulisan (cara pembuktian), dan
struktur catatan penelitian (cara penyampaian pembuktian) (Awalina & Purwoko, 2018).

Kepustakaan dalam library research bersumber dari buku, artikel ilmiah, dan literatur-literatur
relevan lainnya yang dijadikan sebagai sumber ide untuk membangkitkan gagasan atau pemikiran lain
tanpa harus melakukan riset lapangan (Sari & Asmendri, 2020). Dalam penelitian kepustakaan ini,
kepustakaan utama meliputi buku dan artikel yang memaparkan tentang penggunaan rumus jarak
dalam dimensi tiga serta ragam materi yang dapat digunakan menjadi kerangka dasar pembuktian.
Pembuktian dalam artikel ini dibagi berdasarkan cakupan materi geometri yang diajarkan dalam
matematika sekolah yang meliputi: (1) geometri dimensi dua, (2) sistem koordinat (koordinat Kartesius
dalam geometri), (3) geometri dimensi tiga, dan (4) analisis vektor (vektor ruang).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Hasil

Standar isi dalam pendidikan matematika untuk Sekolah Menengah Atas di Indonesia telah

diuraikan dalam Peraturan Menteri Pendidikan. Adapun peraturan terbaru tercantum dalam
Permendikbud No. 7 Tahun 2022, tentang Standar Isi Pada Pendidikan Anak Usia Dini, Jenjang
Pendidikan Dasar, dan Jenjang Pendidikan Menengah. Dalam Permendikbud tersebut dijelaskan
bahwa standar isi matematika sekolah menengah membahas mengenai penerapan teorema
Pythagoras untuk menentukan sudut dan jarak (Permendikbud Tentang Standar Isi Pada PAUD,
Dikdas, Dikmen, 2022). Namun, jika kembali menelaah Permendibud No. 37 Tahun 2018, tentang
Kompetensi Inti Dan Kompetensi Dasar Pelajaran Pada Kurikulum 2013 Pada Pendidikan Dasar Dan
Pendidikan Menengah, dijelaskan bahwa rincian materi matematika yang dipelajari siswa ketika masuk
pendidikan menengah atas terdiri dari berbagai macam materi geometri. Materi bangun ruang dimensi
tiga dicantumkan sebagai materi kelas Xl dengan Kompetensi Dasar (KD.) 3.1 dengan tujuan untuk
mendeskripsikan jarak dalam ruang (antar titik, titik ke garis, dan titik ke bidang) (Peraturan Menteri
Pendidikan, 2018).
Dalam pembuktian rumus cepat peneliti mengedepankan beberapa aspek geometri. Aspek tersebut
terdiri dari konsep kesebangunan dan konsep luasan segitiga (dibahas lebih mendalam pada geometri
dimensi dua), bangun ruang dimensi tiga itu sendiri (geometri dimensi tiga), geometri dalam sistem
koordinat, dan analisis vektor (vektor ruang). Lima aspek ini dijelaskan mulai dari pengenalannya di
matematika sekolah sesuai kurikulum di Indonesia.

Terdapat banyak jenis geometri. Matematika sekolah dikhususkan untuk memperkenalkan
geometri bidang (geometri Euclidean) yang disarankan untuk dipelajari secara sintetik (tanpa sistem
koordinat) dan secara analitis (dengan sistem koordinat). Pada tingkat pelajaran matematika yang lebih
tinggi, siswa akan mulai membentuk pemahaman secara formal yang berkaitan dengan pengalaman
geometri mereka dari sekolah dasar dan menengah, menggunakan definisi yang lebih tepat serta
mengembangkan berbagai pembuktikan yang lebih cermat. Kompetensi dasar untuk kelas dua dan tiga
sekolah dasar memuat tentang konsep luas suatu bidang datar seperti segitiga sebagai pengenalan
mendasar geometri dimensi dua (KD. 3.9 kelas dua dan KD. 3.8 kelas tiga). Standar untuk kelas delapan
dan sembilan bertujuan untuk memperkenalkan sistem koordinat Kartesius pada siswa, selain itu pada
tingkatan ini siswa juga diminta untuk mengamati ragam bentuk segitiga yang berkaitan dengan teorema
Pythagoras serta segitiga siku-siku dan penerapannya dalam pemecahan masalah, kemudian siswa
diarahkan untuk mengeksplorasi untuk membandingkan sepasang segitiga sebagai cara untuk
menentukan apakah terdapat kongruensi atau kesebangunan antara dua bidang tersebut (KD. 3.2 dan
3.6 kelas delapan, serta KD. 3.6 kelas sembilan). Lebih lanjut, di Sekolah Menengah Atas dalam
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kompetensi dasar kelas sepuluh, siswa diminta menyelidiki segitiga yang berkaitan dengan pemahaman
terhadap konsep rasio trigpnometri serta pemecahan masalah dengan menggunakan segitiga siku-siku
(KD. 3.7). Masih di kelas sepuluh (matematika peminatan) siswa diperkenalkan materi irisan antara
aljabar dan geometri yaitu analisis vektor (yang dihubungkan pada geometri koordinat), siswa diminta
membuktikan teorema geometris dengan menggunakan koordinat dan menggambarkan bentuk dengan
garis berarah (KD. 3.2, matematika peminatan kelas sepuluh), serta yang terakhir di kelas dua belas,
geometri siswa akan dihadapkan dengan bangun ruang tiga dimensi (Perry, Hall, & Thomas W.
Campbell, 2019; Kemendikbud, 2018).

Geometri dimensi dua dalam artikel ini akan melibatkan dua materi, yakni konsep
kesebangunan dan konsep luas segitiga. Konsep kesebangunan (similarity) dalam matematika sekolah
didefinisikan secara langsung kedalam hal-hal yang berkaitan dengan gambar dan sifat-sifatnya, serta
hanya untuk kasus-kasus khusus seperti segitiga dan poligon lainnya, umumnya simbol sebangun
(similarity) dituliskan dengan bentuk “ ~ “ (Wijayanti, 2019). Definisi umum kesebangunan antar poligon
dalam buku teks tingkat sekolah menengah dan bahkan perguruan tinggi adalah sebagai berikut:

Dua poligon sebangun (similar) jika dan hanya jika dua kondisi (S1 dan S2) terpenuhi.
S1. Semua pasangan sudut yang bersesuaian kongruen
S2. Semua pasangan sisi yang bersesuaian sebanding

Kasus khusus untuk segitiga, S1. dan S2. adalah ekuivalen, sehingga konsep sebangun dalam kasus
khusus ini dapat ditentukan cukup dengan menggunakan salah satu dari syarat tersebut (Alexander &
Koeberlein, 2020). Lebih lanjut, ilustrasi kesebangunan dapat dipahami dari gambar 2.

h C D h C D

g g

sumber gambar: dokumen pribadi
Gambar 2. llustrasi Dua Segitiga yang Saling Sebangun (Similar)

Diberikan dua garis sejajar, garis g dan h, sedemikian hingga AABO ~ ADCO. Pernyataan AABO dan
ACOD sebangun karena memenuhi S1. Pandang bahwa besar 204AB = -0DC Yyang saling
bersebrangan dalam, begitu juga dengan besar L0BA = 20CD yang saling bersebrangan dalam,
sedangkan untuk besar LAOB = ~C0D merupakan dua sudut yang saling bertolak belakang.
Selanjutnya, materi dimensi dua yang dilibatkan dalam pembuktian pada penelitian ini adalah tentang
konsep luas segitiga. Rumus luas segitiga yang selama ini dipelajari cukup beragam, mulai dari rumus
luas segitiga yang melibatkan alas dan tinggi segitiga, rumus luas segitiga dengan aturan sinus
(trigonometri), serta rumus luas segitiga dengan aturan Heron (Adhistya, 2018; As’ari et al., 2017;
Darma, 2017). Dalam penelitian ini, rumus luas segitiga yang akan digunakan akan berfokus pada
rumus luas segitiga yang melibatkan alas dan tinggi segitiga. Hal yang perlu dicermati bahwa rumus
luas segitiga yang melibatkan alas dan tinggi segitiga ini dapat melibatkan alas dan tinggi segitiga yang
berbeda (di segitiga yang sama) namun menghasilkan perhitungan yang sama.

A A

I
I

1

|
I
tinggi 1 (1)1
I

I
1
1
I

| e ———— c B
alas 1 (aq)

sumber gambar: dokumen pribadi

Gambar 3. Luas Segitiga dengan Alas dan Tinggi yang Berbeda
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Perhatikan bahwa luas segitiga ABC pada gambar 3. adalah sebagai berikut.
1
LAABC‘:E'al'tIZE'aZ'tZ (1)

Sistem Koordinat (Koordinat Kartesius Dalam Geometri)

Dalam pembuktian rumus cepat yang ditulis dalam artikel ini, konsep yang digunakan dalam sistem
koordinat adalah mengenai rumus persamaan garis yang melalui dua titik dan rumus jarak suatu titik ke
garis yang ditulis bersesuaian dengan (Fahlevi, 2020).

|
Y

[ 3

ax+by+c=0

A (X, ¥4

B (xy2) o

sumber gambar: dokumen pribadi
Gambar 4. Titik dan Garis dalam Koordinat Kartesius

Perhatikan gambar 4 di atas. Dengan menggunakan konsep gradien (slope) garis, maka untuk
menentukan persamaan garis yang melalui titik A dan B dituliskan sebagai berikut.

Yy—Wh _ X =X

Va—=V1 X2—X ©

selanjutnya rumus jarak dari titik A(x,,y,) ke garis ax + by + ¢ = 0 yang telah dibuktikan Larson (2012)
dalam bukunya, adalah sebagai berikut.
d= ax +b-y +c

Ve ®)

Geometri Dimensi Tiga
Pembuktian rumus jarak dalam bangun ruang dimensi tiga juga ternyata dapat dilakukan melalui
pemahaman konsep yang lebih mendalam tentang materi bangun ruang dimensi tiga itu sendiri. Rumus
yang terlibat dalam pembuktian ini memuat rumus luas segitiga yang bersesuaian dengan persamaan
(1), perbandingan trigonometri, misalnya untuk menentukan nilai sin ¢ (dengan & sembarang sudut
bukan siku-siku) pada suatu segitiga siku-siku.

depan sisi sudut 8

ing =
st sisi miring dalam A “)

selain rumus-rumus yang serupa dengan (4) juga dilengkapi dengan teknik menggambar garis bantu.

Analisis Vektor (Vektor Ruang)

Aljabar vektor adalah salah satu kontribusi terbesar di bidang matematika yang dikemukakan oleh
matematikawan Amerika, J. Willard Gibbs pada tahun 1901 (Alghadari, 2017). Salah satu bahasan
dalam aljabar vektor adalah bidang vektor, terutama dalam dimensi tiga Euclidean. Aljabar vektor
memiliki istilah lain yang juga sering dikenal, yakni analisis vektor (Naufal, 2015). Meskipun konsep
vektor disebut sebagai cabang aljabar (yang dibahas lebih mendalam di aljabar linier), namun analisis
vektor menjadi salah satu yang terpenting dan menjadi dasar untuk mempelajari aljabar geometri.
Vektor disajikan dalam tiga bentuk, yakni vektor baris (), vektor basis (73), dan vektor kolom (73)
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(Gibbs & Wilson, 1901). vektor menjadi salah satu yang terpenting dan menjadi dasar untuk mempelajari
aljabar geometri. Lebih lanjut dapat kita lihat pada gambar 5.

= (L,mn)

7 = li + mj + nk

| T_(I)
/ 3=1m
n

f m

=

A
Y

sumber gambar: Alghadari (2017); Anton & Kaul (2019)
Gambar 5. llustrasi Vektor dalam Koordinat Ruang (Dimensi Tiga)

Dalam pembuktian pada penelitian ini, konsep yang dilibatkan dalam analisis vektor terdiri dari cross
product, normal bidang, dan panjang proyeksi (proyeksi skalar ortogonal), yang akan dijelaskan
bersesuaian dengan Gibbs & Wilson (1901) dan Anton & Kaul (2019) sebagai berikut.

Jika @ = uyi + u,j + ugk dan & = v,i + v,j + v;k adalah vektor dalam dimensi tiga, maka cross product
u x v didefinisikan sebagai berikut.

i j
_ Uy Uz, U Uz|, U1 Up
=lu; u, ugl= —
uxv 1 2 3 |172 U3| |U1 U3| |V1 Uzlk ®)
U1 VUV V3

Selanjutnya normal bidang. Normal bidang didefinisikan sebagai vektor hasil cross product antara dua
vektor yang tidak saling sejajar dan tidak segaris. Hasil perhitungan normal bidang dapat menggunakan
cross product yang dijelaskan pada persamaan (5). Berikutnya adalah panjang proyeksi (proyeksi skalar
ortogonal), panjang proyeksi u pada v dinotasikan sebagai |proj;u| diilustrasikan dan ditentukan
sebagai berikut.

L

[projzul

P
Y
v

v

sumber gambar: dokumen pribadi
Gambar 6. llustrasi Panjang Proyeksi Vektor # pada v (|proj;u|)

Pembahasan

Pada bagian ini akan diuraikan pembuktian rumus cepat jarak dalam bangun ruang dimensi
tiga. Bangun ruang yang dibahas terbatas hanya pada kubus seperti yang telah diuraikan dalam bagian
pendahuluan. Bahasan yang hanya berfokus pada kubus didasari atas keterlibatan konsep yang sangat
banyak jika melibatkan bangun ruang lainnya. Pembahasan ditinjau dari berbagai ruang lingkup
geometri, dimulai dari konsep kesebangunan, luas segitiga, bangun ruang dimensi tiga, sistem
koordinat, serta vektor.
Diketahui kubus ABCD. EFGH dengan panjang rusuk r satuan (r > 0), akan dibuktikan bahwa jarak dari
titik B ke bidang AFc adalah 1 dlagonal ruang — _r\/—

Dalam konteks bangun ruang, jarak suatu titik ke bidang dapat diubah menjadi jarak titik ke
garis. Hal ini dapat dilakukan dengan dasar konsep proyeksi ortogonal. Proyeksi ortogonal adalah
proyeksi garis lurus dari suatu titik ke suatu garis. Berdasarkan Gambar 7(c) jarak titik B ke bidang AFC
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dapat disederhanakan menjadi jarak titik B ke garis FR, dengan BF = DH = r satuan dan BprH = r/2

satuan (karena diagonal bidang), serta titik Q dan R berada ditengah-tengah diagonal bidang FH dan
BD.

G
F
===sAcC
B

(@) (b) (c)

sumber gambar: Fahlevi (2020) dan dokumen pribadi
Gambar 7. Kubus ABCD. EFGH Beserta Garis dan Bidang Bantu

Lebih lanjut untuk memudahkan perhitungan, akan digambarkan bidang BDHF di luar kubus
ABCD.EFGH sebagai berikut.

D B

Vi
1 1
vz RO
2 2
sumber gambar: Fahlevi (2020) dan dokumen pribadi

Gambar 8. Bidang Diagonal BDHF dalam Kubus ABCD.EFGH

tarik garis dari titik B ke titik H sedemikian hingga garis BH akan berpotongan dengan garis FR, misal
titik potong kedua garis tersebut adalah titik 0 sebagai berikut.

Q
H 7 71"
/ Y

’

A /
/ 0
/ /

D B

.
1 1
-z R .3
2 2

sumber gambar: dokumen pribadi
Gambar 9. Perpotongan Garis BH dan FR dalam Bidang BDHF

Telaah kembali kesebangunan dua segitiga dalam gambar 2. sedemikian sehingga dalam
gambar 9. akan terdapat dua segitiga yang sebangun, yakni ABOR ~ AHOF. Adapun bukti kedua
segitiga tersebut sebangun dapat dilacak melalui perbandingan sudut-sudut pada kedua segitiga yang
dibahas. Pertama, ~BOR = 2HOF karena saling bertolak belakang. Kedua, 2OBR = 20OHF karena
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saling berseberangan dalam. Pernyataan pertama dan kedua mengakibatkan2BRO = 2HF0. ABOR ~
AHOF membuat pasangan sisi yang bersesuaian sebanding, yakni:

BO BR
OH  FH Q)

karena R titik tengah BD maka B0 _ 1 sehingga pp = —OH atau dengan kata lain pg — —BH yang

berarti jarak titik B ke garis FR adalah 4 ~BH dan berakibat bahwa jarak titik B ke bidang AF¢ adalah

BH atau dengan kata lain, jaraknya adalah 1,,\/—( diagonal ruang) ™

Pembuktian dengan konsep luas segitiga pada bagian ini merupakan pelengkap dari
pembuktian sebelumnya. Konsep jarak dalam bangun ruang dimensi merupakan panjang ruas
terpendek antara satu komponen ke komponen lainnya serta kedua komponen tersebut saling tegak
lurus (Achmad, 2020). Dalam pembuktian dengan sebelumnya, telah ditunjukkan bahwa hasil
perbandingan ruas garis yang menjadi jarak titik ke bidang, namun pembuktian tersebut belum
menjamin ketegaklurusan antara titik B dengan bidang AFC (yang disederhanakan menjadi hubungan
antara titik B dengan garis FR). Lebih lanjut, untuk menjamin ketegaklurusan antara titik B dengan garis
FR perhatikan A BFR yang digambar ulang diluar bidang BDHF berikut.

R

sumber gambar: dokumen pribadi
Gambar 10. Segitiga BFR dalam Bidang BDHF

A BFR merupakan segitiga siku-siku di titik B, dengan teorema Pythagoras didapat panjang sisi FR
adalah 1r\/— Berdasarkan sebelumnya. panjang ruas BO adalah 1 r\/— sehingga akan dibuktikan

bahwa BO tegak lurus FR atau dengan kata lain B0 adalah tmggl A BFR dengan alas FR. Untuk
membuktikan pernyataan ini akan digunakan kesamaan dua luas segitiga yang melibatkan unsur alas
dan tinggi yang berbeda pada segitiga yang sama, bersesuaian dengan persamaan (1). Berikut adalah
pembuktian kesamaan dua luas segitiga dalam bahasan penelitian ini:

LABFR = LABFR
1 1
E'a1't1 = E'az'tz
1 BR - BF L FR-BO
2 = 2
11 11 1
E.ET\/E.T — E ET 6 gr\/g
1 1
a2 _ .2
s V2 = " V18
1 2\/_ irZ,/
7 VE =
17"2\/5 = 3-11”2\/5
4 - 12
1 1
Z2 — ~r2\2
il V2 o= il V2 n
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sehingga terbukti bahwa B0 adalah tinggi A BFR dengan alas FR melalui pembuktian di atas, dengan
dasar pembuktian menggunakan kedua strategi. Sehingga dapat dikatakan telah terbukti bahwa jarak

titik B ke bidang AFC adalah 1,./3 (1 diagonal ruang), yang dijamin dari sisi sebagai ruas garis
3 3

terpendek serta hubungan tegak lurus antara dua komponen terlibat (titik dan bidang).

Perhatikan kubus ABCD. EFGH dengan panjang rusuk r yang dilengkapi garis bantu (garis yang
menembus bidang AFC) berikut.

A

sumber gambar: Fahlevi (2020) dan dokumen pribadi
Gambar 11. Kubus ABCD.EFGH beserta Garis Tembus Bidang AFC
Tarik suatu garis dari titik B ke garis tinggi segitiga AFC. Misal FL adalah garis tinggi AAFC,
maka garis BK adalah tinggi ABLF, sedemikian sehingga BK L FL. Garis BK menembus bidang AFC
dan tegak lurus garis FL pada bidang AFC, yang artinya garis BK adalah jarak dari titik B ke bidang
AFC. Hal ini berarti akan dibuktikan bahwa panjang ruas garis BK adalah %r\/? Lebih lanjut perhatikan

A BFL yang digambar ulang di luar kubus ABCD.EFGH.
F

sumber gambar: Fahlevi (2020) dan dokumen pribadi
Gambar 12. llustrasi A BFL di Luar Kubus ABCD.EFGH

1 1
BF =r; BL==-DB ==1V2
2 2
1
FL2=BL2+BF2=(E7” 2) +r2=—r2+r2=§r2

3 1
FI? = Er2 & FL = Erx/E

g _BF_ v _1 disisi lain i, g — BX yang artinya BK = sin6 - BL
sin @ T e 3\/8, sin BL,y g y

sehingga px — -6 - ~rv2 = =rViZ =<V 3 =2--1rV3 =213 u

dengan pembuktian ini terbukti bahwa jarak titik B ke bidang AFC adalah 1,../3 (1 diagonal ruang)'
3 3
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Pembuktian menggunakan konsep koordinat Kartesius yang akan dijabarkan dalam penelitian ini
bersesuaian dengan Fahlevi (2020), ide utama pembuktian metode ini adalah dengan menyajikan
ulang Gambar 9. ke dalam koordinat Kartesius, sebagai berikut.

|
Y

»

H Q F

A
)

D "-—_T_—-’R\-._.r._/ B

B

sumber gambar: dokumen pribadi
Gambar 13. Bidang BDHF Digambarkan dalam Koordinat Kartesius

Lebih lanjut, untuk memudahkan pembuktian dengan sistem koordinat, titik p akan diganti sebagai
titik origin (0), selain itu akan dicantumkan koordinat tiap titik sebagai berikut.

|
V4
| N
OirH Q F
/ /
7
rd
/ /
'J
/7 rd
7 /]
- > X —
0 R B
(3rv2,p) (m2.0)
Ay | i

sumber gambar: dokumen pribadi
Gambar 14. Koordinat Titik-titik BOHF dalam Koordinat Kartesius

berdasarkan pembuktian dengan luas segitiga, jarak titik B ke bidang AFC dalam kubus ABCD.EFGH
sudah disederhanakan menjadi jarak titik B ke garis FR. Analogi dengan dengan hal tersebut, maka
dalam pembuktian ini akan ditunjukkan tentang jarak titik B ke garis FR. Dalam pembuktian ini
diperlukan persamaan garis FR. Adapun persamaan FR dapat ditentukan berdasarkan rumus pada
persamaan (2). Misal koordinat titik R adalah titik (x,,y;) sehingga X, = %r\/f; y, =0 dan koordinat titik

F (x,,y,) sehingga y, = rv/2; y, = r» maka persamaan garis FR dapat ditentukan sebagai berikut.

y—¥» _ X=Xz
Y2—¥1 X2 —Xq
1
y_o _ x—zr\/i
r-0 r\/f—%r\/z
1
X _ x—ir\/f
r 2
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%ry\/i - r-(x—%r\/f)

1 1
Eyﬁ = X—Er\/i
1 1 .
Eyﬁ —x+ Erﬁ = 0 (kali+/2 keduaruas)
y—V2x+r = 0
—2x+y+r = 0

dengan koefisien pada persamaan tersebut adalah 4 = —/2,p = 1, dan ¢ = r. Ingat bahwa koordinat
titik B(rx/?, 0) berakibat x = /2 dan y = 0, sehingga jarak titik B ke garis FR yang akan disimbolkan
dengan d akan ditentukan dengan rumus yang bersesuaian dengan persamaan (3) sebagai berikut.

a-x+b-y+c —V2-rV2+1:0+7r —2r+0+r
- P - - e

-r r r 3 1

dengan pembuktian pada ini terbukti bahwa jarak titik B ke bidang AFC (yang disederhanakan menjadi

jarak antara titik B dengan garis FR) adalah 1,../3 (1 diagonal ruang)'
3 3

Pembuktian menggunakan konsep analisis vektor akan dijabarkan bersesuaian dengan
pembuktian dalam Alghadari (2017), perhatikan kubus ABCO.EFGH dengan panjang rusuk r satuan
yang terlihat pada gambar 15.

sumber gambar: Anton & Kaul (2019); dokumen pribadi
Gambar 15. Kubus ABCO.EFGH pada Koordinat Ruang dalam Vektor

Adapun komponen-komponen yang terlibat yakni titik B dengan koordinat (r,r, 0) dan bidang
AFC dengan koordinat A(r,0,0); F(r,r,r); dan €(0,r,0). Untuk menentukan jarak yang dimaksud akan
ditentukan terlebih dahulu normal bidang menggunakan cross product yang bersesuaian dengan
persamaan (4). Vektor yang terlibat adalah AF = (0,r,r) dan AC = (-r,r,0), sehingga cross product
AF x AC adalah sebagai berikut.
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i k
0
-r

S

AF x AC = = gi—|_0 6|j+|0 Tk = =i = ()] + )k

-r r

S = -

T
0
semua komponen vektor memiliki +2, sehingga hasil cross product ini bisa dituliskan sebagai
A(—1,-1,1). Hasil dari AF x AC dinyatakan sebagai normal bidang. Dalam notasi umum analisis vektor,
normal bidang dapat disimbolkan dengan 7 (Gibbs & Wilson, 1901). 7 adalah vektor yang tegak lurus

dengan AF dan AC, selain itu 7 memiliki sifat akan selalu tegak lurus terhadap setiap vektor atau titik
yang termuat dalam bidang (Gibbs & Wilson, 1901). Hal ini dapat diilustrasikan sebagai berikut.

=1

F

sumber gambar: Alghadari (2017)
Gambar 16. llustrasi Hubungan Titik B terhadap Bidang AFC dalam Vektor

selanjutnya, untuk menentukan jarak titik B ke bidang AFC akan digunakan konsep panjang proyeksi
(proyeksi skalar ortogonal) BA = (0,-r,0) pada vektor 7 = A(—1,—1,1) dengan rumus yang
bersesuaian dengan persamaan (6).

BA-n A0+ r+ 0) _Ar T 1

Jarak B ke AFC = |projgz il = ——— = =— =— =713 -
S W ey ey TP NE R R

dengan pembuktian ini, juga terbukti bahwa jarak titik B ke bidang AFC adalah 1,../3 (1 diagonal ruang).
3 3

SIMPULAN

Suatu rumus yang telah diterapkan untuk menyelesaikan soal-soal pada pembelajaran
matematika, ternyata memiliki beragam informasi serta pendekatan dari berbagai materi-materi yang
saling berhubungan. Sama halnya dengan pembuktian-pembuktian pada penelitian ini, rumus cepat
yang sering digunakan dalam pembelajaran matematika pada materi bangun ruang dimensi tiga yang
konsep dasarnya sering terlupa untuk disampaikan ternyata dapat dibuktikan dengan pendekatan dari
beragam materi geometri lain, yang meliputi: (1) Konsep kesebangunan dalam geometri dimensi dua,
(2) Konsep luasan segitiga yang juga masih tercakup dalam geometri dimensi dua, (3) Konsep bangun
ruang dimensi tiga itu sendiri, (4) Geometri analitis (dengan koordinat Kartesius), serta (5) Analisis
vektor (vektor ruang). Kelima cara pembuktian yang telah diuraikan dalam penelitian ini memiliki konsep
materi yang berbeda. Perbedaan tersebut dapat ditinjau dari cara menyajikan gambar-gambar bagian
dalam kubus ke dalam gambar dimensi dua atau dalam koordinat Kartesius, bahkan disajikan dalam
bentuk vektor, atau juga dapat dilacak melalui rumus yang digunakan, serta perbedaan konsep yang
ada pada masing-masing materi. Penelitian masih memiliki kekurangan, terutama dari cakupan
bahasan rumus yang dibuktikan hanya terbatas pada materi jarak pada salah satu bangun ruang
dimensi tiga, yakni kubus. Penelitian ini memiliki kesempatan untuk dikembangkan dan dilanjutkan oleh
peneliti berikutnya pada pembuktian rumus-rumus cara cepat lainnya. Melalui penelitian ini, peneliti
berharap semakin banyak ragam penelitian mengenai pembuktian rumus-rumus matematika sekolah
yang dapat membantu setiap guru dan para pendidik sebagai bahan referensi yang dapat digunakan
untuk mendukung kemampuan berpikir kritis siswa.
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