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A B S T R  A K 

Penelitian ini menyajikan ragam pembuktian konsep gradien garis, 
khususnya hasil kali gradien dua garis yang saling tegak lurus. Dalam 
matematika sekolah, konsep gradien cukup sering dijumpai. Namun, 
konsep tersebut jarang dilengkapi dengan penjelasan pembuktian yang 
akurat, sehingga dikhawatirkan menutup kesempatan siswa untuk 
berpikir kreatif dan berdampak buruk bagi budaya belajar matematika. 
Metode penelitian kualitatif digunakan melalui kajian kepustakaan yang 
bersumber dari video-video pembuktian dari Youtube (Math&music, 
Indrajana, dan MaThCliX®), paparan pembuktian dalam situs diskusi 
ilmiah Quora (Sagar), serta pembuktian yang disusun oleh peneliti. 
Dengan mengompilasikan sumber-sumber yang ada, peneliti berupaya 
untuk menyajikan bukti matematis konsep hasil kali gradien dua garis 
yang saling tegak lurus. Materi yang dilibatkan dalam penelitian ini 
meliputi: (1) rotasi sederhana suatu garis, (2) konsep perbandingan dan 
kesebangunan, (3) teorema Pythagoras, (4) konsep tangen/tan dalam 
Trigonometri, serta (5) konsep perkalian dot dua vektor. Hasil penelitian 

menunjukkan bahwa konsep perkalian gradien dua garis tegak lurus dapat dibuktikan melalui beragam 
materi matematika sekolah, sehingga layak dijadikan referensi bagi guru ketika ingin menjelaskan 
konsep ini dengan baik dan benar serta memiliki dasar pembuktian yang kuat. Penelitian ini dapat 
berkembang lebih lanjut dengan melengkapi bukti hasil kali gradien dua garis tegak lurus menggunakan 
konsep lain yang relevan dalam materi matematika sekolah. 
 

A B S T R A C T 

This study presents multiple demonstrations of the concept of line gradients, particularly focusing on the 

multiplication of gradients of two perpendicular lines. The concept of gradient is commonly encountered 

in school mathematics; however, it is often lacking a precise evidential explanation, raising concerns 

about potentially limiting students' ability to think creatively and negatively impacting the mathematics 

learning culture. Qualitative research methods were employed, utilizing a literature review that included 

video evidence from YouTube channels such as Math&music, Indrajana, and MaThCliX®, as well as 

insights from the scientific discussion platform Quora (contributions from Sagar) and evidence compiled 

by researchers. By synthesizing these diverse sources, the study aims to provide a mathematical proof 

of the product of gradients of two perpendicular lines. The research material encompasses various 

topics, including: (1) the simple rotation of a line, (2) concepts of comparison and congruence, (3) the 

Pythagorean theorem, (4) the tangent/tan concept in Trigonometry, and (5) the dot product of two 

vectors. The findings demonstrate that the multiplication of gradients of perpendicular lines can be 

rigorously proven using established school mathematics principles, making it a valuable resource for 

educators seeking to effectively and accurately explain this concept with a solid evidential foundation. 

Future research could expand on this by incorporating additional relevant concepts from school 

mathematics to further enhance the proof of the product of gradients of perpendicular lines. 
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PENDAHULUAN 

Matematika telah menjadi salah satu mata pelajaran utama dalam sistem pendidikan Indonesia 
(Kamarullah, 2017). Dalam matematika terdapat banyak submateri yang perlu dipelajari, misalnya 
Aljabar. Aljabar adalah cabang matematika yang menggunakan huruf dan tanda atau simbol untuk 
menyatakan bilangan dan besaran (Farah et al., 2021). Sebagai salah satu bidang yang dipelajari dalam 
matematika, memahami konsep aljabar memerlukan pemahaman tentang pembuktian matematika. 
Dalam matematika, pembuktian adalah serangkaian argumen logis yang menjelaskan kebenaran suatu 
pernyataan (Syafri, 2017). Pembuktian penting untuk disampaikan dalam pembelajaran matematika 
agar dapat memberikan pengalaman pembelajaran bermakna, mencegah pembelajaran yang sifatnya 
hafalan, serta dapat membangun dasar berpikir matematis yang baik (Wiworo, 2022). 

Aljabar tidak hanya dipandang sebagai materi yang penting, cara berpikir seseorang ketika belajar 
aljabar juga dapat dianalisis dan dapat dinyatakan dalam kategori tertentu (Sibgatullin et al., 2022). 
Namun, pentingnya mempelajari aljabar ternyata tidak diimbangi dengan hasil belajar yang 
memuaskan. Tercatat bahwa sebagian besar siswa mengalami kesulitan dalam mempelajari topik 
Aljabar (Malihatuddarojah & Prahmana, 2019; Lestari & Suryadi, 2020). Terdapat beragam materi 
aljabar yang ada dalam matematika sekolah. Salah satu materi aljabar yang dipelajari di tingkat Sekolah 
Menengah Pertama (SMP sederajat) adalah mengenai persamaan linier atau sering disebut juga 
persamaan garis lurus (Tosho, 2021a). Materi ini juga membahas pemahaman konsep mengenai 
kemiringan garis atau dikenal sebagai gradien (Tosho, 2021a). 

Penjelasan tentang gradien dalam matematika sekolah telah ditopang oleh berbagai bahan ajar, 
salah satunya adalah buku teks (Choy et al., 2020). Di Indonesia, meski berganti kurikulum dan berganti 
buku teks, buku-buku tersebut telah menekankan pentingnya materi gradien dengan berbagai 
pendekatan, misalnya saja menggunakan ilustrasi hingga penggunaan contoh soal kasus per kasus 
(Nuharini & Wahyuni, 2008; As’ari et al., 2017; Tosho, 2021b). Hal tersebut ditujukan agar siswa terarah 
untuk memahami konsep gradien, terutama gradien mengenai hubungan dua garis yang saling sejajar 
atau saling tegak lurus. Adapun beberapa sajian materi yang menuntun siswa untuk membuktikan 
konsep gradien pada hubungan dua garis di buku teks matematika sekolah, sesuai kurikulum yang 
pernah berlaku di Indonesia adalah sebagai berikut: 
 
  

(a) (b) 

Sumber: Nuharini & Wahyuni (2008) 

 
Gambar 1. Penjelasan tentang Konsep Gradien Dua Garis yang Saling Tegak Lurus dalam Buku teks 

Matematika Kurikulum KTSP. (a) Ilustrasi Awal (b) Penjelasan dan Kesimpulan 
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(a) (b) 

Sumber: As’ari, Tohir, Valentino, Imron, et al., (2017) 

 
Gambar 2. Instruksi untuk Memahami Konsep Gradien Dua Garis yang Saling Tegak Lurus dalam 

Buku teks Matematika Kurikulum 2013. (a) Perintah dalam Buku Siswa (b) Alternatif Penjelasan dalam 
Buku Guru  

 

 

 

(a) (b) 

Sumber: Tosho (2021a) & Tosho (2021b)  

 
Gambar 3. Soal dan Informasi Bantuan untuk Memahami Konsep Gradien Dua Garis Sejajar dalam 

Buku teks Matematika Kurikulum Merdeka. (a) Perintah berupa Soal-soal dalam Buku Siswa (b) 
Penjelasan dalam Buku Guru 

 
Sajian dalam buku-buku tersebut sudah sangat baik, karena berupaya mengarahkan siswa 

menalar dan membuat kesimpulan dari ilustrasi kasus per kasus yang mudah dipahami sesuai usia 
siswa SMP sederajat. Namun, dalam ilmu matematika proses pengerjaan kasus per kasus seperti yang 
disajikan dalam buku teks di atas tidak dapat digunakan sebagai hasil pembuktian yang dapat di 
generalisasi, sehingga belum bisa dipastikan dapat berlaku secara umum (Stavrou, 2014; C. K. Sari et 
al., 2017). Selain itu, hal ini juga tidak membuat siswa untuk berpikir kritis karena terkesan hanya 
menerima penjelasan atau instruksi hingga diperoleh simpulan berupa rumus yang siap digunakan 
(Fahlevi, 2023). 

Berdasarkan Gambar 1(a), tampak bahwa buku teks Matematika pada Kurikulum KTSP 
mengarahkan siswa melalui ilustrasi terlebih dahulu. Ilustrasi memuat tentang sketsa koordinat 
Cartesius yang dilengkapi dengan berbagai posisi garis lurus yang melewati titik-titik koordinat tertentu. 
Adapun Gambar 1(b) menunjukkan proses penemuan konsep gradien pada dua garis yang saling tegak 
lurus tanpa melibatkan siswa untuk membuktikan. Siswa cukup melakukan pengamatan dan memahami 
penjelasan yang telah disajikan dalam buku. Bahkan simpulan akhir mengenai konsep hasil kali gradien 
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dua garis yang saling tegak lurus adalah −1 merupakan simpulan yang langsung diberikan oleh penulis 
buku. 

Berikutnya, Gambar 2(a), nampak bahwa buku teks Matematika pada Kurikulum 2013 
mengarahkan siswa melalui aktivitas menalar. Aktivitas menalar disajikan dengan soal-soal (kasus per 
kasus), meskipun ada beberapa kegiatan belajar sebelumnya telah disajikan, namun aktivitas untuk 
memahami konsep gradien dua garis yang saling tegak lurus juga melalui kasus per kasus. Sedangkan 
dalam buku guru, sesuai Gambar 2(b), nampak bahwa guru juga langsung diberikan arahan untuk 
menyatakan bahwa konsep hasil kali gradien dua garis tegak lurus adalah −1, dan tidak nampak ada 
arahan agar guru dapat menggunakan alternatif pembuktian mengenai hasil perkalian gradien dua garis 
yang saling tegak lurus tersebut. Belum maksimalnya kesempatan bagi siswa untuk menalar dan 
membuktikan melalui buku Kurikulum 2013 juga telah diteliti sebelumnya (Utari & Hartono, 2019). 

Terakhir Gambar 3(a), nampak bahwa buku teks Matematika pada Kurikulum Merdeka 
mengarahkan siswa melalui aktivitas pengerjaan soal (kasus per kasus). Namun soal yang diberikan 
tampak sebagai latihan rutin dan bukan untuk menuntun menemukan konsep gradien dua garis yang 
sejajar. Bahkan, ditampilan buku siswa sudah ditunjukkan informasi tambahan bahwa dua garis sejajar 
akan memiliki gradien yang sama. Gambar 3(b) yang merupakan isi buku guru memuat informasi kunci 
jawaban soal-soal yang disajikan dalam buku siswa, tampak tidak ada penjelasan khusus atau aktivitas 
untuk membuktikan konsep gradien dua garis saling sejejar. Berdasarkan hasil pengamatan yang 
dilakukan, dalam buku Kurikulum Merdeka belum nampak penjelasan tentang hasil kali gradien dua 
garis yang saling tegak lurus. 

Berdasarkan Capaian Pembelajaran (CP) dan Acuan Tujuan Pembelajaran (ATP)pada kurikulum 
Merdeka. Materi tentang gradien masuk pada kelompok Aljabar dan diajarkan pada siswa yang berada 
di Fase D (kelas 7 hingga kelas 9) (RI, 2023). Tujuan Pembelajaran memuat pernyataan agar siswa 
dapat memahami pengertian gradien, menentukan gradien dan hubungan gradien antara dua garis, 
hingga mampu menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan gradien. Meskipun Tujuan 
Pembelajaran yang ada tidak menekankan tentang perlunya memahami pembuktian hubungan gradien 
pada dua garis, namun banyak hasil penelitian menyepakati bahwa pembuktian matematika harus 
selalu didukung bagi siswa di jenjang apapun. Kemampuan membuktikan perlu diperoleh dan dimiliki 
siswa serta harus menjadi komponen penting dalam pembelajaran matematika (Noto et al., 2019). 

Dari paparan sebelumnya didapat bahwa upaya untuk menanamkan konsep gradien dari 
hubungan dua buah garis melalui pembuktian matematis dirasa belum optimal. Padahal siswa memiliki 
kesempatan untuk membuktikan konsep tersebut dengan beberapa informasi tambahan atau aktivitas 
kreatif yang dapat disajikan guru tanpa harus mengandalkan contoh kasus per kasus. Dalam 
pembelajaran matematika, jika siswa hanya disajikan rumus tanpa dasar konsep yang matang dapat 
memberi dampak buruk bagi budaya belajar matematika, karena hal tersebut secara nyata dapat 
mendorong siswa pada budaya non-konstruktif, siswa tidak akan memiliki waktu luang serta 
kesempatan untuk belajar (Fahlevi, 2023).  

Lebih lanjut, siswa bahkan dapat kehilangan kemampuan untuk berpikir kreatif, rasional, dan 
analitis, yang akan menghambat kemampuan mereka untuk mencapai tujuan belajar matematika. 
Keadaan seperti ini dapat dihindari jika siswa memahami prinsip-prinsip dasar rumus yang dimaksud 
dan mengetahui persyaratan yang harus dipenuhi agar rumus tersebut dapat diterapkan (Fahlevi, 
2020). Para guru di sekolah dapat membantu siswanya dalam memperoleh pemahaman ini. Guru dapat 
melakukan diskusi mendalam dengan siswa tentang situasi tertentu dalam suatu persoalan, kemudian 
meminta siswa memberikan argumen mereka sendiri, yang secara terus-menerus diarahkan untuk 
sampai pada pemahaman konsep yang diinginkan (Fahlevi, 2023), termasuk salah satunya tentang 
konsep gradien pada dua garis. 

Berdasarkan uraian di atas, penelitian ini berupaya untuk berkontribusi memberikan bukti-bukti 
matematis mengenai konsep gradien pada dua garis agar dapat menjadi referensi bagi para guru. 
Adapun konsep yang akan dibuktikan terbatas pada topik gradien dua garis yang saling tegak lurus. 
Pembuktian dalam penelitian ini dijelaskan dari berbagai sudut pandang menggunakan materi yang 
masih dalam ruang lingkup matematika sekolah (bahkan dari matematika sekolah dasar hingga sekolah 
menengah), seperti ilustrasi rotasi garis sederhana, konsep perbandingan dan kesebangunan, teorema 
Pythagoras pada segitiga siku-siku yang ada dalam koordinat Cartesius, konsep Trigonometri “tan”, 
hingga konsep perkalian dot dua vektor. 

Ragam pembuktian dalam penelitian ini diharapkan menjadi referensi yang relevan dengan 
kebutuhan pengajaran matematika saat ini. Melalui pemamaham pembuktian-pembuktian yang ada, 
guru dapat menambah wawasannya dalam mengolah bahan ajar. Sajian pembuktian rumus yang telah 
dibuktikan dapat disajikan sebagai salah satu bahan ajar untuk mengasah kemampuan bernalar dan 
kemampuan pembuktian matematis yang lebih baik. Kemampuan pembuktian matematis merupakan 
bagian dari kemampuan penalaran matematis, dan menjadi salah satu kemampuan penting dalam 
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pembelajaran matematika (Herizal, 2020). Hal ini sesuai dengan tujuan pembelajaran matematika di 
Indonesia, yaitu untuk meningkatkan kemampuan tersebut karena berguna untuk melatih kemampuan 
berpikir matematis tingkat tinggi (Herizal et al., 2020). 

Perbedaan penelitian ini ada pada beberapa hal. Pertama, pada fokus pembahasan yang 
menguraikan pembuktian konsep gradien pada dua garis yang saling tegak lurus melalui berbagai sudut 
pandang matematika sekolah, mulai dari matematika sekolah dasar hingga sekolah menengah. Kedua, 
pendekatan yang digunakan dapat mendukung guru untuk memperluas wawasan dalam mengolah 
bahan ajar. Di sisi lain, upaya pembuktian konsep juga dilakukan melalui beragam materi matematika 
sekolah yang peneliti anggap telah jarang dilakukan oleh peneliti lainnya saat ini. Tujuan utama 
penelitian ini adalah memberikan bukti matematis yang dapat menjadi referensi bagi para guru dalam 
mengajarkan konsep gradien pada dua garis, seiring dengan upaya untuk meningkatkan kemampuan 
berpikir matematis tingkat tinggi siswa. 
 

KAJIAN TEORI 

Gradien suatu garis sering kali dikonseptualisasikan sebagai ukuran kecuraman garis tersebut. Secara 
informal, guru sering kali memperkenalkan gagasan gradien menggunakan situasi dunia nyata seperti 
lereng gunung atau kemiringan suatu bidang (Zaslavsky, 2010). Namun, kebanyakan buku teks 
biasanya mendefinisikan “gradien atau kemiringan suatu garis sebagai rasio kenaikan vertikal terhadap 
pergerakan horizontal, yakni ketika Anda berpindah dari satu titik ke titik lainnya di sepanjang garis” (S. 
Stump, 1999). Perspektif gradien secara geometris ini biasanya merupakan salah satu konseptualisasi 
gradien pertama yang diperkenalkan kepada siswa, bersamaan dengan interpretasi gradien yang lebih 
bersifat fisik sebagai kecuraman fisik suatu garis. Pada tingkat lebih lanjut, kemiringan dapat dikaitkan 
dengan parameter 𝑚 dalam bentuk fungsi linier 𝑦 =  𝑚𝑥 +  𝑏. Pandangan parametrik tentang gradien 
ini berbeda dengan perspektif geometris tentang gradien suatu garis karena konseptualisasi parametrik 
menyiratkan bahwa gradien adalah sifat invarian suatu garis terlepas dari skala di mana grafik fungsi 
tersebut digambar (Zaslavsky et al., 2002). Selain konseptualisasi gradien ini, gradien dapat 
diinterpretasikan dalam bentuk sudut antara grafik dan sumbu (Zaslavsky et al., 2002), dan sebagai laju 
perubahan antar variabel, dan sebagai batas dalam kasus garis singgung ke sebuah titik pada kurva 
(S. L. Stump, 2001)(S. L. Stump, 2001). Oleh karena itu, ada banyak cara untuk memahami gradien, 
setidaknya terdapat 11 konseptualisasi tentang gradien (Moore-Russo et al., 2011), namun dalam 
artikel ini hanya akan digunakan tiga konsep tentang gradien. Konsep-konsep gradien tersebut adalah: 
 
Konsep 1 

Gradien merupakan rasio geometris, yakni rasio dari 
𝑟𝑖𝑠𝑒

𝑟𝑢𝑛
 atau perpindahan secara vertikal (tegak) 

terhadap perpindahan secara horizontal (mendatar) (Zaslavsky, 2010; Aisyah et al., 2021): 

 

Sumber: Tosho (2021b) 

Gambar 4. Konsep gradien dalam suatu ilustrasi  
 
Kemiringan suatu bidang miring dapat ditentukan dengan: 

𝑟𝑖𝑠𝑒

𝑟𝑢𝑛
=

𝑗𝑎𝑟𝑎𝑘 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑘𝑎𝑙

𝑗𝑎𝑟𝑎𝑘 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙
 (1) 

Sehingga berdasarkan Gambar 4. maka kemiringan bidang yang dilintasi oleh mobil adalah : 

𝑗𝑎𝑟𝑎𝑘 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑘𝑎𝑙

𝑗𝑎𝑟𝑎𝑘 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙
=

3

100
 (2) 

Secara serupa, kemiringan dari sebuah grafik fungsi linear 𝑦 =  𝑚𝑥 + 𝑐 bergantung pada tingkat 

perubahan 𝑚. Untuk alasan ini, 𝑚 disebut kemiringan atau gradien dari grafik fungsi linear. Dalam 
konsep gradien, makna perpindahan horizontal harus dimulai dari sisi kiri ke kanan sedangkan 
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perpindahan vertikal bergantung pada kondisi garis atau bidang yang disajikan (Team, 2003). 
Perbedaan perpindahan secara vertikal inilah yang mengakibatkan ada gradien positif dan negatif. 

 

 

Sumber: Pierce (2022) 

Gambar 5. Ilustrasi jenis-jenis gradien 
 
Konsep 2 

Gradien merupakan rasio aljabar, sebagai rasio 
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
 atau perubahan 𝑦 terhadap perubahan 𝑥. Jika 

sebuah garis 𝑘 melalui titik 𝐴(𝑥1, 𝑦1) dan 𝐵(𝑥2, 𝑦2), maka garis 𝑘 mempunyai gradien sebagai berikut 
(Nuharini & Wahyuni, 2008; As’ari, Tohir, Valentino, Imron, et al., 2017b): 

𝑚 =
∆𝑦

∆𝑥
=

𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1

 (3) 

 
Konsep 2 merupakan salah satu konsep yang paling sering dijelaskan dalam buku teks sekolah 
(Nuharini & Wahyuni, 2008; As’ari et al., 2017b), sehingga konsep ini tidak akan dijelaskan lebih lanjut. 
 
Konsep 3 
Konsepsi trigonometri, dalam bentuk 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛 (𝑡𝑎𝑛) dari sudut inklinasi (yaitu sudut yang dibentuk garis 
terhadap sumbu 𝑋) (Moore-Russo et al., 2011). Pandang bahwa Konsep 1 dapat diilustrasikan dalam 
koordinat Cartesius sebagai berikut: 
 

  
(a) (b) 

     

Sumber: adosi dari Team (2009) 

Gambar 6. Sudut 𝜃 sebagai sudut inklanasi 

 

Berdasarkan Gambar 6(a) nampak bahwa terbentuk suatu sudut 𝜃 antara garis dengan sumbu 𝑋. 

Bahkan, sudut yang akan terbentuk adalah tetap sebesar 𝜃 jika garis tersebut berpotongan dengan 

geras horizontal lainnya seperti Gambar 6(b). Lebih lanjut 𝜃 disebut sudut inklanasi. Berdasarkan 

Konsep 1 bahwa gradien adalah rasio dari 
𝑟𝑖𝑠𝑒

𝑟𝑢𝑛
 merupakan perbandingan yang sama dengan konsep 

trigonometri 𝑡𝑎𝑛, yaitu: 

𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 𝜃 =
𝑜𝑝𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑒

𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡
=

𝑠𝑖𝑠𝑖 𝑑𝑒𝑝𝑎𝑛 𝜃

𝑠𝑖𝑠𝑖 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔 𝜃
 (4) 

 
terdapat beberapa hal yang harus diperhatikan dalam memahami Konsep 3, terutama jika nilai gradien 
negatif. Lebih lanjut, perhatikan ilustrasi berikut: 
 

 
Gradien negatif Gradien nol Gradien positif 
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Sumber: adopsi dari Team (2009) 

Gambar 7. Ragam sudut inklanasi dalam konteks gradien 
 

Perhatikan bahwa ketika 𝜃 adalah sudut lancip maka nilai 𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 𝜃  positif, hal ini disebabkan 

oleh jenis perubahan yang terjadi, yakni nilai 𝑦 bertambah seiring bertambahnya 𝑥 sehingga perubahan 

pada 𝑦 dan perubahan pada 𝑥 keduanya positif, berakibat pada gradiennya bernilai positif. Selanjutnya, 

ketika 𝜃 adalah sudut tumpul maka nilai 𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 𝜃  negatif, hal ini juga disebabkan oleh jenis perubahan 

yang terjadi, yakni nilai 𝑦 berkurang ketika nilai 𝑥 bertambah sehingga perubahan pada 𝑦 dan perubahan 

pada 𝑥 tidak sama, berakibat pada gradiennya bernilai negatif.  
Selain 3 konsep tentang gradien yang dipaparkan sebelumnya, berikutnya akan ditunjukkan 

hubungan gradien antara dua garis. Umumnya pembahasan mengenai hal ini mengacu pada dua jenis 
hubungan, yakni dua garis saling sejajar dan dua garis saling tegak lurus (Nuharini & Wahyuni, 2008; 
As’ari, Tohir, Valentino, Imron, et al., 2017b)(As’ari et al., 2017b). Dua garis sejajar akan memiliki nilai 
gradien yang sama, adapun dua garis yang berpotongan tegak lurus akan memiliki hasil kali gradien 
−1 (Aisyah et al., 2021). Pada kasus-kasus tertentu akan didapati beberapa persamaan garis dengan 
gradien yang unik, hal ini yang perlu dicermati oleh para guru dan perlu dijelaskan secara mendalam 
kepada siswa bahwa pada konsep umum yang diperkenalkan dalam buku teks bisa saja tidak berlaku 
pada kasus-kasus tertentu. 

Menggunakan Konsep 2, akan ditunjukkan bahwa gradien dua garis dalam bentuk 𝑦 = 𝑘 dan 𝑥 =
𝑘 dengan 𝑘 adalah suatu konstanta, merupakan dua garis yang saling berpotongan tegak lurus, namun 

hasil perkalian gradiennya bukan −1. Sebagai contoh garis 𝑦 = 4 dan 𝑥 = 3 yang diilustrasikan dalam 
koordinat Cartesius berikut: 
 

 
 
Sumber: dokumen pribadi 

Gambar 8. Garis 𝑦 = 4 dan 𝑥 = 3 dalam koordinat Cartesius  
 
Pandang bahwa garis 𝑦 = 4 melewati titik koordinat (1, 4) dan (2, 4), artinya 𝑥1 = 1, 𝑦1 = 4 dan 𝑥2 = 2 

dan 𝑦2 = 4 sehingga berdasarkan Konsep 2 gradien garis 𝑦 = 4 adalah: 
 

𝑚1 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1

=
4 − 4

2 − 1
=

0

1
= 0 (5) 

 
Adapun garis 𝑥 = 4 melewati titik koordinat (3, 1) dan (3, 2), sehingga 𝑥1 = 3, 𝑦1 = 1 dan 𝑥2 = 3 dan 

𝑦2 = 2 hal ini berarti gradien garis 𝑥 = 4 adalah: 
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𝑚2 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1

=
2 − 1

3 − 3
=

1

0
= 𝑡𝑖𝑑𝑎𝑘 𝑑𝑎𝑝𝑎𝑡 𝑑𝑖𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑠𝑖𝑘𝑎𝑛 (6) 

 
Berdasarkan (5) dan (6) maka perkalian kedua garis yang saling tegak lurus tersebut adalah: 

𝑚1 × 𝑚2 = 0 × 𝑡𝑖𝑑𝑎𝑘 𝑑𝑎𝑝𝑎𝑡 𝑑𝑖𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑠𝑖𝑘𝑎𝑛 = 𝑡𝑖𝑑𝑎𝑘 𝑑𝑎𝑝𝑎𝑡 𝑑𝑖𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑠𝑖𝑘𝑎𝑛 ∎ 

 

METODE PENELITIAN 

Artikel ini menggunakan pendekatan penelitian kepustakaan yang mengacu pada studi literatur 
(library research). Penelitian kepustakaan ini termasuk dalam metode kualitatif yang membutuhkan 
analisis deskriptif (Darmalaksana, 2020). Dalam penelitian kepustakaan, teknik analisis data yang 
digunakan adalah metode analisis isi, yang diterapkan secara sistematis pada catatan atau dokumen 
sebagai sumber data untuk memastikan keabsahan aturan, dokumen kebijakan, dan temuan penelitian 
(Hardani et al., 2020). Instrumen yang digunakan dalam penelitian ini mencakup daftar kategori 
penelitian, rencana penulisan, dan struktur catatan penelitian (Awalina & Purwoko, 2018). 

Kepustakaan dalam library research bersumber dari buku, artikel ilmiah, dan literatur-literatur 
relevan lainnya yang dijadikan sebagai sumber ide untuk membangkitkan gagasan atau pemikiran lain 
tanpa harus melakukan riset lapangan (M. Sari & Asmendri, 2020). Dalam penelitian kepustakaan ini, 
kepustakaan utama meliputi buku, artikel, berbagai video open source yang membahas pembuktian 
dengan cara yang shahih dalam memaparkan pembuktian hasil kali gradien dua garis yang saling tegak 
lurus, serta ragam materi lainnya yang dapat digunakan menjadi kerangka dasar pembuktian. 
Pembuktian dalam artikel ini dibagi berdasarkan cakupan materi geometri yang diajarkan dalam 
matematika sekolah yang meliputi: (1) rotasi garis, (2) konsep perbandingan dan kesebangunan, (3) 
teorema Pythagoras, (4) konsep 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛 (𝑡𝑎𝑛) dalam Trigonometri, serta (5) konsep perkalian dot dua 
vektor. 

Metode penelitian kepustakaan yang digunakan dalam penelitian ini melibatkan beragam sumber, 
di mana mayoritasnya berasal dari video-video pembuktian yang diperoleh dari tiga channel YouTube 
yang berbeda. Selain itu, kutipan hasil diskusi dari situs diskusi ilmiah juga menjadi salah satu sumber 
informasi yang digunakan. Peneliti juga melakukan pembuktian sendiri sebagai bagian dari metodologi 
penelitian. Meskipun demikian, terdapat sejumlah kepustakaan pendukung yang menjadi dasar 
penelitian, antara lain karya Zaslavsky et al., (2002), Sibgatullin et al., (2022), dan Fahlevi (2023). 
Kepustakaan ini memberikan landasan teoritis yang kuat dan mendukung dalam pembuktian konsep 
gradien pada dua garis yang saling tegak lurus dalam konteks penelitian ini. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Strategi 1. Rotasi Sederhana pada Suatu Garis 
Diberikan suatu garis 𝑙1 dengan gradien 𝑚1. Andai garis 𝑙1 memiliki ketinggian 𝑎 (berdasarkan Konsep 

1, ketinggian adalah jarak dari bawah ke atas) dan jarak horizontal 𝑏 (jarak horizontal dimulai dari kiri 
ke kanan) sedemikian hingga dapat diilustrasikan sebagai berikut: 
 
 

 

 
 
Sumber: adopsi dari Math&music (2018) 

Gambar 9. Ilustrasi garis 𝑙1 

lebih lanjut berdasarkan Konsep 1, maka gradien (𝑚1) dari garis 𝑙1 adalah:  

𝑚1 =
𝑎

𝑏
 (7) 

Selanjutnya garis 𝑙1 dirotasikan sejauh 90𝑜 searah jarum jam, agar terbentuk dua garis yang saling 

tegak lurus. Garis hasil rotasi ini dinotasikan sebagai 𝑙2 dan diberi warna merah untuk memudahkan 

perbedaan posisi antara kedua garis. Lebih lanjut perhatikan ilustrasi pada gambar berikut: 
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Sumber: adopsi dari Math&music (2018) 

Gambar 10. Ilustrasi rotasi garis 𝑙1 menjadi garis 𝑙2 
perhatikan bahwa terdapat beberapa perubahan yang dihasilkan rotasi tersebut. Pertama, ketinggian 

dan jarak horizontal pada garis 𝑙1 posisinya tertukar pada garis 𝑙2 sehingga jarak horizontal garis 𝑙2 

adalah 𝑎 dan ketinggian garis 𝑙2 adalah 𝑏. Kedua, perhatikan bahwa ketinggian garis 𝑙2 dimulai dari atas 

ke bawah, sehingga notasinya dituliskan sebagai – 𝑏. Sesuai Konsep 1, adapun kemiringan garis 

setelah di rotasi (𝑚2) adalah: 

𝑚2 =
−𝑏

𝑎
 (8) 

Hubungan antara garis 𝑙1 dan 𝑙2 adalah saling tegak lurus (akibat dari rotasi 90𝑜) yang diilustrasikan 

dalam gambar sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 
Sumber: adopsi dari Math&music (2018) 

Gambar 11. Ilustrasi Hubungan antara garis 𝑙1 dan 𝑙2 
 

selanjutnya akan ditentukan hasil perkalian dua gradien antara garis 𝑙1 dengan garis 𝑙2, yakni: 

𝑚1 × 𝑚2 =
𝑎

𝑏
×

−𝑏

𝑎
=

−𝑎𝑏

𝑎𝑏
= −1 ∎ 

 
Strategi 1. yang telah dipaparkan, peneliti anggap dapat disampaikan dan dipahami oleh siswa di 
Sekolah Dasar, karena materi prasyarat yang ada dalam strategi ini hanya memerlukan pemahaman 
tentang rotasi garis sederhana dan arah garis. Siswa di Sekolah Dasar belum diperkenalkan istilah 
variabel, konstanta, atau parameter maka strategi ini dapat digunakan dengan memilih sebarang 
bilangan untuk 𝑎 dan 𝑏, baik itu bilangan bulat maupun bilangan rasional sehingga dapat dilakukan 
operasi aritmetika dasar dalam melakukan proses pembuktian. Tidak ada keharusan untuk 
menyampaikan ini di tingkat Sekolah Dasar, namun bisa menjadi pengantar pembuktian informal bagi 
siswa Sekolah Dasar. Strategi ini juga dapat disampaikan kepada siswa di jenjang yang lebih tinggi. 

 
Strategi 2. Konsep Perbandingan dan Kesebangunan 
Diberikan segitiga siku-siku 𝐴𝐵𝐶, siku-siku di 𝐶 dalam koordinat Cartesius sebagai berikut. 

 

 

 

 

sebelum di rotasi  sebesar   

searah jarum jam 

 

 

 

setelah di rotasi sebesar   

searah jarum jam 
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Sumber: adopsi dari Indrajana (2020) 

Gambar 12. Segitiga siku-siku 𝐴𝐵𝐶 dalam koordinat Cartesius 

perhatikan bahwa 𝐴𝑂 = 𝑎, 𝑂𝐵 = 𝑏, dan 𝑂𝐶 = 𝑐. Selanjutnya perhatikan juga bahwa segitiga 𝐴𝐵𝐶 

memuat dua segitiga siku-siku lainnya, yaitu segitiga 𝐴𝑂𝐵 dan segitiga 𝐶𝑂𝐵. Dari informasi tersebut di 

atas akan ditentukan juga sudut-sudut pada segitiga 𝐴𝐵𝐶, dimisalkan ∠𝐶𝐴𝑂 = 𝑚 dan ∠𝑂𝐵𝐶 = 𝑛 sebagai 

berikut. 

 

Sumber: adopsi dari Indrajana (2020) 

Gambar 13. Permisalan panjang sisi dan besar sudut dalam segitiga siku-siku 𝐴𝐵𝐶 
 
perhatikan bahwa segitiga 𝐴𝐵𝐶 siku-siku di 𝐶, ini berarti ∠𝐵𝐶𝐴 = 90𝑜 sehingga ∠𝑚 + ∠𝑛 = 90𝑜. 

Mengakibatkan ∠𝑚 dan ∠𝑛 sudut berpenyiku. Akibatnya, ∠𝑂𝐶𝐴 = ∠𝑛 dan ∠𝐵𝐶𝑂 = ∠𝑚. Lebih lanjut 

perhatikan gambar berikut. 
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Sumber: adopsi dari Indrajana (2020) 

Gambar 14. Besar sudut dalam segitiga siku-siku 𝐴𝐵𝐶 
 

karena sudut-sudut yang bersesuaian pada segitiga 𝐴𝑂𝐶 dan 𝐶𝑂𝐵 sama besar, maka kedua segitiga 

tersebut adalah segitiga yang sebangun. Sehingga perbandingan sisi-sisi segitiga 𝐴𝑂𝐶 dan 𝑂𝐵𝐶 pada 

sudut yang bersesuaian dapat dilakukan. Perhatikan bahwa: 

𝑠𝑖𝑠𝑖 𝑑𝑒𝑝𝑎𝑛 ∠𝑚𝐴𝑂𝐶

𝑠𝑖𝑠𝑖 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔 ∠𝑚𝐴𝑂𝐶

=
𝑠𝑖𝑠𝑖 𝑑𝑒𝑝𝑎𝑛 ∠𝑚𝑂𝐵𝐶

𝑠𝑖𝑠𝑖 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔 ∠𝑚𝑂𝐵𝐶

 ⇔
𝑂𝐶

𝐴𝑂
=

𝑂𝐵

𝐴𝐶
 (9) 

𝑐

𝑎
=

𝑏

𝑐
⇔ 𝑐2 = 𝑎𝑏 (10) 

Selanjutnya, perhatikan bahwa garis 𝐴𝐶 melewati sepasang titik koordinat, yaitu (−𝑎, 0) dan (0, 𝑐) atau 

dengan kata lain 𝑥1 = −𝑎, 𝑦1 = 0 dan 𝑥2 = 0 dan 𝑦2 = 𝑐, sehingga gradien garis 𝐴𝐶 dapat ditentukan 

sebagai berikut: 

𝑚1 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1

=
𝑐 − 0

0 − (−𝑎)
=

𝑐

0 + 𝑎
=

𝑐

𝑎
 (11) 

kemudian garis 𝐵𝐶 juga melewati sepasang titik koordinat, yaitu (𝑏, 0) dan (0, 𝑐) atau dengan kata lain 

𝑥1 = 𝑏, 𝑦1 = 0 dan 𝑥2 = 0 dan 𝑦2 = 𝑐, sehingga gradien garis 𝐵𝐶 adalah: 

𝑚2 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1

=
𝑐 − 0

0 − 𝑏
=

𝑐

−𝑏
 (12) 

Berdasarkan (11) dan (12), naka perkalian kedua garis yang saling tegak lurus tersebut adalah: 

𝑚1 × 𝑚2 =
𝑐

𝑎
×

𝑐

−𝑏
=

𝑐2

−𝑎𝑏
 (13) 

Berdasarkan (10) maka dapat dibuktikan bahwa: 

𝑚1 × 𝑚2 =
𝑐2

−𝑎𝑏
=

𝑎𝑏

−𝑎𝑏
= −1 ∎ 

 
Pembuktian dalam Strategi 2. ini dapat disampaikan untuk siswa di SMP, konsep-konsep yang 
digunakan dalam strategi ini cukup lazim dan ada di buku teks matematika SMP. 
 

 
Strategi 3. Teorema Pythagoras pada Segitiga Siku-siku dalam Koordinat Cartesius 
Jika diberikan dua garis (𝑙1 𝑑𝑎𝑛 𝑙2) yang saling tegak lurus dan digambarkan pada suatu koordinat 

Kartesius, serta tanpa mengurangi sifat umum (without loss of generality) kedua garis tersebut melalui 

titik Origin 𝑂(0, 0) sedemikian sehingga dapat diilustrasikan dalam gambar berikut: 



HEXAGON: Jurnal Ilmu dan  Pendidikan Matematika Vol. 2, No. 1, 2024, pp. 30- 48         41 

Mahfudz Reza Fahlevi/ Alternatif Pembuktian Hasil Kali Gradien Dua Garis Tegak Lurus Ditinjau Dari Materi Matematika 

Sekolah 

 

Sumber: adopsi dari MaThCliX® (2015) 

Gambar 15. Ilustrasi dua garis 𝑙1 𝑑𝑎𝑛 𝑙2 dalam koordinat Cartesius 
 

adapun persamaan umum yang dapat dituliskan dari kedua garis tersebut adalah sebagai berikut: 

𝑙1 ≡ 𝑦 = 𝑚1𝑥 dan 𝑙2 ≡ 𝑦 = 𝑚2𝑥 
(14) 

dengan 𝑚1 bernilai positif sebagai gradien garis 𝑙1 dan 𝑚2 bernilai negatif sebagai gradien garis 𝑙2, serta 

kedua garis berpotongan tegak lurus di titik 𝑂(0, 0). Berikutnya, pilih absis 𝑥 = 1 yang akan di plotting 

pada kedua garis. Misal titik 𝐴 pada garis 𝑙1 dan titik 𝐵 pada garis 𝑙2 sehingga koordinat titik 𝐴 adalah 

(1,𝑚1) dan titik 𝐵 adalah (1,𝑚2). Informasi ini lebih lanjut diilustrasikan dalam gambar berikut:  

 

Sumber: adopsi dari MaThCliX® (2015) 

Gambar 16. Ilustrasi garis 𝑙1 ≡ 𝑚1𝑥 dan 𝑙2 ≡ 𝑚2𝑥 
 

ide dalam pembuktian ini akan melibatkan segitiga yang dibentuk oleh garis 𝑙1 𝑑𝑎𝑛 𝑙2, yaitu ∆𝐴𝑂𝐵 

sehingga perlu ditentukan panjang tiap sisi segitiga tersebut sebagai berikut:  



HEXAGON: Jurnal Ilmu dan  Pendidikan Matematika Vol. 2, No. 1, 2024, pp. 30-48            42 

JIPM. E-ISSN: 2988-7763 

 

Sumber: adopsi dari MaThCliX® (2015) 

Gambar 17. Ilustrasi segitiga 𝐴𝑂𝐵 yang dikontruksi dari garis 𝑙1 𝑑𝑎𝑛 𝑙2 
 

perhatikan panjang sisi 𝐴𝑂 dan sisi 𝐵𝑂 yang dapat ditentukan dengan teorema Pythagoras, yaitu 𝐴𝑂2 =

12 + 𝑚1
2 sehingga didapat 𝐴𝑂 = √1 + 𝑚1

2 kemudian 𝐵𝑂2 = 12 + 𝑚2
2 sehingga didapat panjang 𝐵𝑂 =

√1 + 𝑚2
2. Selanjutnya panjang 𝐴𝐵, perhatikan bahwa jarak 𝑚2 bernilai negatif, sehingga konsep 

panjang 𝐴𝐵 sebagai jumlah jarak 𝑚1 dan 𝑚2 dituliskan sebagai 𝐴𝐵 = 𝑚1 − 𝑚2. Untuk membuktikan 

hasil kali gradien kedua garis (𝑙1 𝑑𝑎𝑛 𝑙2) yang saling tegak lurus adalah −1, maka akan dibuktikan 

bahwa hasil kali 𝑚1 𝑑𝑎𝑛 𝑚2 𝑎𝑑𝑎𝑙𝑎ℎ − 1. Perhatikan bahwa seluruh sisi ∆ 𝐴𝑂𝐵 telah ditentukan, 

berikutnya akan digambar ulang ∆ 𝐴𝑂𝐵 di luar koordinat Cartesius sebagai berikut: 

 

Sumber: adopsi dari MaThCliX® (2015) 

Gambar 18. Ilustrasi segitiga 𝐴𝑂𝐵 di luar koordinat Cartesius 
 

Perhatikan bahwa ∆ 𝐴𝑂𝐵 adalah segitiga siku-siku, dengan menggunakan teorema Pythagoras maka 

berlaku kesamaan dua sisi berikut: 

(𝑚1 − 𝑚2)
2 = (√1 + 𝑚1

2)
2

+ (√1 + 𝑚2
2)

2

  

𝑚1
2 − 2𝑚1𝑚2 + 𝑚2

2 = 1 + 𝑚1
2 + 1 + 𝑚2

2  

𝑚1
2 − 2𝑚1𝑚2 + 𝑚2

2 = 𝑚1
2 + 𝑚2

2 + 2  

−2𝑚1𝑚2 = 𝑚1
2 + 𝑚2

2 + 2 − 𝑚1
2 − 𝑚2

2  

−2𝑚1𝑚2 = 2  

𝑚1𝑚2 = 
2

−2
  

𝑚1𝑚2 = −1    ∎ 
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Sama halnya dengan pembuktian Strategi 2., pembuktian pada Strategi 3. ini dapat disampaikan untuk 
siswa di SMP, konsep-konsep yang digunakan dalam strategi ini telah disampaikan dalam buku teks 
matematika SMP (Fahlevi, 2021). 
 
Strategi 4. Konsep Trigonometri 𝒕𝒂𝒏 𝜃 dalam Gradien 

Jika diberikan dua garis saling tegak lurus (𝑙1 𝑑𝑎𝑛 𝑙2) yang digambarkan pada suatu koordinat Cartesius. 
Andai kedua garis berpotongan di titik 𝐴, kemudian dua titik yang berpotongan dengan sumbu absis 

(sumbu 𝑋) adalah 𝐵 dan 𝐶, serta terdapat satu titik lain di sumbu 𝑋 yang dapat digambarkan sebagai 
berikut: 
 

 
 
Sumber: dokumen pribadi 

Gambar 19. Ilustrasi garis 𝑙1 𝑑𝑎𝑛 𝑙2 yang berpotongan di titik 𝐴 dalam koordinat Cartesius 
 

perhatikan bahwa ∠𝐶𝐴𝐵 = 90𝑜, sehingga terbentuk ∆𝐴𝐵𝐶 siku-siku di titik 𝐴. Misalkan ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝜃 

sedemikian sehingga ∠𝐵𝐶𝐴 = 90𝑜 − 𝜃 (karena jumlah kedua sudut ini 90𝑜) seperti ilustrasi berikut: 

 

Sumber: dokumen pribadi 

Gambar 20. Ilustrasi segitiga 𝐴𝐵𝐶 siku-siku di titik 𝐴 dan bersar sudut titik lainnya 
 

Berdasarkan Konsep 3, gradien garis 𝑙1 atau garis 𝐴𝐵 adalah 𝑚𝐴𝐵 =𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐵𝐶 =𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 𝜃 . 
Adapun gradien garis 𝑙2 atau garis 𝐴𝐶 adalah 𝑚𝐴𝐶 =𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐶𝐷 . Lebih lanjut akan dibuktikan bahwa:  

𝑚𝐴𝐵 × 𝑚𝐴𝐶 =𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐵𝐶 ×𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐶𝐷 = −1 (15) 
 

Pertama akan ditentukan terlebih dahulu besaran ∠𝐴𝐶𝐷. Pandang ∠𝐵𝐶𝐴 dan ∠𝐴𝐶𝐷 berpelurus, 

sehingga ∠𝐵𝐶𝐴 + ∠𝐴𝐶𝐷 = 180𝑜, sehingga: 
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∠𝐴𝐶𝐷 = 180𝑜 − ∠𝐵𝐶𝐴  

∠𝐴𝐶𝐷 = 180𝑜 − (90𝑜 − 𝜃)  

∠𝐴𝐶𝐷 = 90𝑜 + 𝜃     (16) 
 

Selanjutnya menentukan nilai 𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐶𝐷 , lakukan operasi trigonometri 𝑡𝑎𝑛 pada kedua ruas, 

berdasarkan (16) didapat: 

𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐶𝐷 =𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 (90𝑜 + 𝜃)  (17) 
 

berdasarkan sifat trigonometri bahwa 𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 (90𝑜 + 𝜃) = − 𝑐𝑜𝑡 𝑐𝑜𝑡 𝜃   maka (17) dapat dituliskan: 

𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐶𝐷  = − 𝑐𝑜𝑡 𝑐𝑜𝑡 (∠𝐴𝐵𝐶)   

𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐶𝐷  = −
1

𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐵𝐶 
 

 (18) 

 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa hasil kali 𝑚𝐴𝐵 dan 𝑚𝐴𝐶 adalah −1. Perhatikan bahwa  

𝑚𝐴𝐵 × 𝑚𝐴𝐶 =𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐶𝐷 ×𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐵𝐶  (19) 
 

berdasarkan (18) maka (19) dapat ditulis 

𝑚𝐴𝐵 × 𝑚𝐴𝐶 = −
1

𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐵𝐶 
×𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴𝐵𝐶  (20) 

 

atau dengan kata lain: 

𝑚𝐴𝐵 × 𝑚𝐴𝐶 = −1 ∎ 
 
Pembuktian dalam Strategi 4. ini dapat disampaikan untuk siswa di SMA, karena konsep trigonometri 
baru dijumpai siswa di jenjang tersebut. Meski materi trigonometri cukup lazim dan ada di buku teks 
matematika SMA, namun konsep mendalam tentang trigonometri biasanya hanya disampaikan pada 
siswa pada jurusan Ilmu Alam (IPA/MIA). 

 
Strategi 5. Konsep Hasil Perkalian Dot Dua Vektor 
Diberikan dua vektor yang saling tegak lurus pada koordinat Cartesius sebagai berikut: 
 

 
 

Sumber: adopsi dari Sagar (2022) 

Gambar 21. Ilustrasi dua vektor dalam koordinat Cartesius 
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Untuk membuktikan bahwa hasil kali gradien dua garis yang saling tegak lurus adalah −1, ambil 
sebarang dua garis 𝐴𝐵 dan 𝐶𝐷 pada bidang 𝑥𝑦 (koordinat Carteius) yang saling tegak lurus yang 

selanjutnya akan ditentukan gradiennya. Misalkan sebarang titik pada garis 𝐴𝐵 adalah 𝐴〈ℎ, 𝑘〉 dan 

𝐵〈𝑚, 𝑛〉. Selanjutnya asumsikan juga bahwa sebarang titik pada garis 𝐶𝐷 adalah 𝐶〈𝑝, 𝑞〉 dan 𝐷〈𝑟, 𝑠〉.  
 
Lebih lanjut, berdasarkan Konsep 2 maka gradien garis 𝐴𝐵 adalah: 

𝑚1 =
𝑛 − 𝑘

𝑚 − ℎ
 (21) 

adapun gradien garis 𝐶𝐷 adalah: 

𝑚2 =
𝑠 − 𝑞

𝑟 − 𝑝
 (22) 

menggunakan metode perkalian dot pada vektor akan dibuktikan bahwa 𝑚1 × 𝑚2 = −1. Perhatikan 

bahwa persamaan vektor 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ dan vektor 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ dapat ditentukan dengan cara menentukan selisih elemen-
elemen pada titik yang melewati vektor-vektor tersebut sebagai berikut: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = 〈𝑚 − ℎ, 𝑛 − 𝑘〉  𝑑𝑎𝑛 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷 − 𝐶 = 〈𝑟 − 𝑝, 𝑠 − 𝑞〉  (23) 

 

karena 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ dan 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ adalah dua vektor yang saling tegak lurus maka hasil perkalian dot kedua vektor 
tersebut (secara Geometri) adalah nol, yaitu: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| ∙ |𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗| ∙𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑠 90𝑜 =  |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| ∙ |𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗| ∙ 0 = 0  (24) 

 
atau dengan kata lain: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0  (25) 

 
berdasarkan (23) maka (25) dapat dituliskan sebagai berikut: 

〈𝑚 − ℎ, 𝑛 − 𝑘〉  ∙ 〈𝑟 − 𝑝, 𝑠 − 𝑞〉 = 0 (26) 

Sehingga hasil perkalian dot dua vektor tersebut (secara Aljabar) adalah: 

(𝑚 − ℎ)(𝑟 − 𝑝) + (𝑛 − 𝑘)(𝑠 − 𝑞) = 0 (27) 

hal ini berarti: 

(𝑛 − 𝑘)(𝑠 − 𝑞) = −(𝑚 − ℎ)(𝑟 − 𝑝)  

(𝑛 − 𝑘)(𝑠 − 𝑞)

(𝑚 − ℎ)(𝑟 − 𝑝)
 = −1 

 

𝑛 − 𝑘

𝑚 − ℎ
×

𝑠 − 𝑞

𝑟 − 𝑝
 = −1 (28) 

 
berdasarkan (21) dan (22) maka (28) dapat dituliskan sebagai berikut: 

𝑚1 × 𝑚2 = −1 ∎ 
 
Sama halnya dengan pembuktian dalam Strategi 4. Pembuktian dalam Strategi 5 ini juga dapat 
disampaikan untuk siswa di SMA, karena konsep perkalian vektor baru dijumpai siswa di jenjang 
tersebut. Meski materi vektor ada di buku teks matematika SMA, materinya tidak disampaikan kepada 
semua siswa, materi vektor hanya ada di materi peminatan yang disampaikan pada siswa pada jurusan 
Ilmu Alam (IPA/MIA). Materi gradien di jenjang SMA kembali diulas pada saat pembahasan materi 
turunan fungsi pada topik gradien garis singgung, sehingga materi vektor dapat digunakan untuk 
menjelaskan pembuktian perkalian dua gradien. 
 
 

SIMPULAN 

Suatu konsep yang diterapkan untuk menyelesaikan soal-soal matematika, ternyata memiliki beragam 
informasi serta pendekatan dari berbagai materi-materi yang saling berhubungan. Begitu juga dengan 
pembuktian-pembuktian pada penelitian ini, konsep perkalian dua gradien garis yang saling tegak lurus 
cukup sering digunakan dalam pembelajaran matematika, baik materi di SMP hingga di SMA. Namun 
pembuktian yang lebih fundamental terkait konsep tersebut sering terlupa untuk disampaikan, dan 
ditunjukkan hanya melalui ilustrasi atau contoh soal kasus per kasus. Padahal konsep gradien ini dapat 
dibuktikan dengan pendekatan dari beragam materi matematika sekolah lainnya. Hasil penelitian 
menunjukkan bahwa terdapat strategi yang tepat bagi siswa di tiap jenjang pendidikan. Strategi 1 bagi 



HEXAGON: Jurnal Ilmu dan  Pendidikan Matematika Vol. 2, No. 1, 2024, pp. 30-48            46 

JIPM. E-ISSN: 2988-7763 

siswa Sekolah Dasar, Strategi 2 dan Strategi 3 bagi siswa SMP, serta Strategi 4 dan Strategi 5 bagi 
siswa SMA. Penelitian ini dapat berimplikasi pada terbukanya sudut pandang mengenai pembuktian-
pembuktian hasil kali gradien dua garis bagi guru, padahal materi-materi tersebut sudah ada dan telah 
diajarkan di kelas. Para guru dapat mengolah bahan ajarnya menjadi lebih baik dan dapat memberikan 
kesempatan siswa untuk melakukan aktivitas membuktikan. Melalui penelitian ini, peneliti berharap 
semakin banyak hadir penelitian-penelitian tentang analisis pembuktian rumus-rumus atau konsep 
matematika sekolah yang dapat membantu setiap guru dan para pendidik sebagai bahan referensi agar 
dapat digunakan untuk mendukung kemampuan berpikir kritis siswa. 
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