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ABSTRAK

Pelabelan graf adalah kajian primer dalam teori graf yang berkaitan dengan optimasi
penggunaan sumber daya seperti alokasi frekuensi pada jaringan komunikasi. Penelitian ini
bertujuan menentukan span minimal dari pelabelan L(3,1) pada graf jellyfish, graf cricket, dan
graf dagger. Pelabelan L(3,1) memberikan label bilangan bulat pada simpul graf dengan syarat
dua simpul bertetangga memiliki selisih label sekurang-kurangnya tiga, dan dua simpul
berjarak dua memiliki selisih sekurang-kurangnya satu. Penelitian menggunakan metode
analisis teoretis dengan pendekatan konstruktif berdasarkan jarak dan struktur simpul pada tiap
graf. Hasil menunjukkan bahwa graf jellyfish dengan m = n — 1, m = 4, dan n > 3 memiliki
span minimal m + 4, sedangkan graf cricket dan graf dagger masing-masing memiliki span
minimal 6. Temuan ini memberikan kontribusi teoretis dalam pengembangan studi pelabelan
L(3,1), serta dapat diaplikasikan pada optimasi alokasi frekuensi dalam jaringan komunikasi
nirkabel untuk meminimalkan interferensi antar saluran.

Kata kunci: graf cricket, graf dagger, graf jellyfish, pelabelan L(3,1), span minimal

1 PENDAHULUAN

Teori graf adalah bagian penting dalam matematika diskrit yang banyak digunakan untuk
memodelkan berbagai persoalan nyata yang melibatkan hubungan antar objek (Komarullah,
2025b). Dalam bidang ilmu komputer (Majeed & Rauf, 2020), jaringan komunikasi (Shen ef
al., 2023), biologi (Gao et al., 2018), hingga sistem transportasi (Guze, 2019), graf berperan
sebagai alat representasi yang efisien dalam menggambarkan keterkaitan antar elemen. Salah
satu topik yang berkembang pesat dalam teori graf adalah pelabelan graf, yaitu proses
pemberian label bilangan pada sisi, simpul, atau keduanya dengan memenuhi aturan tertentu
(Gallian, 2022). Kajian pelabelan graf tidak hanya bersifat teoretis, tetapi juga memiliki
implikasi praktis dalam optimasi penggunaan sumber daya (Prasanna et al., 2014), pengkodean
data (Prihandoko ef al., 2019), dan pengalokasian frekuensi dalam sistem komunikasi (Griggs
& Yeh, 1992).

Salah satu jenis pelabelan yang menarik untuk diteliti adalah pelabelan L(h, k), yang
diperkenalkan oleh Griggs & Yeh (1992). Pelabelan L(h, k) adalah pelabelan pada himpunan
simpul graf G dengan bilangan bulat tak negatif sedemikian sehingga dua simpul yang berjarak
satu mempunyai perbedaan label sekurang-kurangnya h, dan dua simpul yang berjarak dua
mempunyai perbedaan label sekurang-kurangnya k. Nilai span atau rentang pelabelan, yaitu
label terbesar dari pelabelan L (h, k) menjadi fokus utama dalam kajian ini. Nilai span terkecil
yang mungkin diperoleh untuk suatu graf ¢ dilambangkan dengan A, ;(G) dan disebut nilai
minimum span pelabelan L(h, k).

Dalam beberapa tahun terakhir, berbagai studi mengenai pelabelan L(2,1) telah
dilakukan pada beragam kelas graf, seperti graf lintasan, graf siklus, graf bintang, dan graf roda
(Griggs & Yeh, 1992). Penelitian-penelitian berikutnya memperluas penerapan konsep
pelabelan tersebut pada jenis graf lain, antara lain graf kipas (Fatimah et al., 2016), graf
Sierpinski (Sagala & Susiana, 2017), graf lolipop serta graf pendulum (Kusbudiono et al.,
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2022), graf kerucut dan graf kecebong (Komarullah et al., 2022), graf persahabatan (Halikin &
Komarullah, 2022), graf gurita dan graf ubur-ubur (Komarullah, 2023), serta graf dumbbell
(Komarullah et al., 2025). Namun, kajian terhadap pelabelan L(3,1) masih relatif terbatas.
Misalkan G merupakan graf terhubung sederhana dengan himpunan berhingga simpul V(G),
pelabelan L(3,1) pada graf G didefinisikan oleh fungsi @:V(G) - {0, 1, ..., k} untuk setiap
a,b € V(G) berlaku |w(a) — o(b)| =3 jika d(u,v) =1 dan |w(a) — w(b)| =1 jika
d(u,v) = 2. Nilai minimum k pada fungsi @ dinotasikan dengan A3 ; (G) (Ghosh & Pal, 2016).
Beberapa graf yang sudah diteliti dalam topik pelabelan L(3, 1) diantaranya adalah graf siklus,
graf lintasan, graf lengkap, graf bintang, graf bipartit, graf bistar (Ghosh & Pal, 2016), graf
supercycle (Febryani et al., 2023), graf hasil operasi comb antara graf siklus dan graf bintang
(Aini et al., 2025), graf kecebong, graf lolipop (Komarullah, 2025a), graf pendulum, dan graf
ilalang (Komarullah, 2025c¢).

Penelitian ini berfokus pada penentuan span minimal dari pelabelan L(3,1) pada tiga
kelas graf, yaitu graf jellyfish, graf cricket, dan graf dagger. Ketiga kelas graf tersebut dipilih
karena memiliki pola keterhubungan berbeda namun masih memungkinkan analisis eksak
terhadap pelabelan L(3,1). Hasil yang diperoleh diharapkan dapat memperluas teori pelabelan
L(h, k) serta memberikan kontribusi dalam aspek praktis, khususnya dalam optimasi alokasi
sumber daya frekuensi pada jaringan komunikasi yang direpresentasikan melalui struktur graf.

2  METODE

Penelitian ini merupakan penelitian teoretis yang bersifat analitik dan konstruktif dalam
bidang matematika diskrit, khususnya teori graf. Fokus utama penelitian ini yaitu menentukan
span minimal dari pelabelan L(3,1) pada beberapa kelas graf, yaitu graf jellyfish, graf cricket,
dan graf dagger. Langkah-langkah penelitian dilakukan secara sistematis sebagai berikut:

2.1 Kajian Teoretis dan Definisi Awal

Tahap pertama dilakukan dengan mengkaji konsep dasar teori graf dan definisi pelabelan
L(h, k), khususnya untuk kasus h =3 dan k = 1. Pada tahap ini dilakukan penelaahan
terhadap struktur dasar dari ketiga graf yang menjadi objek penelitian, yaitu graf jellyfish, graf
cricket, dan graf dagger. Setiap graf didefinisikan secara matematis dalam bentuk himpunan
simpul dan himpunan sisinya.

2.2 Konstruksi Pola Pelabelan

Setelah struktur graf ditentukan, tahap berikutnya adalah melakukan konstruksi pola
pelabelan pada masing-masing graf. Pelabelan dilakukan dengan menentukan urutan
pemberian label pada simpul-simpul sedemikian sehingga kondisi pelabelan L(3,1) terpenuhi.
Proses ini dilakukan secara induktif dengan mempertimbangkan jarak antar simpul.

2.3 Analisis Span Minimal

Dari hasil konstruksi pelabelan yang memenuhi syarat, dilakukan pengamatan pada span,
yaitu label terbesar pada pelabelan, kemudian dianalisis apakah span tersebut merupakan nilai
minimal yang dapat dicapai. Pembuktian dilakukan melalui pendekatan deduktif dengan
menunjukkan bahwa tidak terdapat pelabelan lain yang menghasilkan span lebih kecil tanpa
melanggar aturan pelabelan L(3,1).

2.4 Formulasi dan Pembuktian Teorema

Berdasarkan hasil analisis, diperoleh formulasi umum untuk nilai A3 ; (G¢) pada masing-
masing kelas graf yang disajikan dalam bentuk teorema dan dibuktikan. Untuk membuktikan
teorema yang dihasilkan dalam penelitian ini, peneliti memanfaatkan beberapa lemma berikut.
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Lemma 1. Jika H adalah subgraf dari graf G maka A3, (H) < A3,(G) (Ghosh & Pal,
2016).

Lemma 2. Untuk setiap n > 2,13 1(S,) = n + 2 (Ghosh & Pal, 2016).

Lemma 3. Untuk setiap n > 3, 13 1(C,,) = 6 (Ghosh & Pal, 2016).

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Penelitian ini menghasilkan tiga teorema utama yang menunjukkan hubungan antara
struktur graf dengan nilai span minimal pelabelan L(3,1). Setiap teorema dibuktikan secara
analitik berdasarkan konstruksi pelabelan yang memenuhi syarat, kemudian dibandingkan
dengan kemungkinan konfigurasi lain untuk memastikan bahwa nilai yang diperoleh
merupakan span minimal.

3.1 Graf Jellyfish

Graf jellyfish dengan order m + n + 4 dan ukuran m + n + 5 dinotasikan dengan [, ,,
adalah graf yang dibangun dari graf siklus C, yang salah satu simpul berhadapan dihubungkan
oleh sebuah sisi, sedangkan dua simpul berhadapan lainnya masing-masing ditempelkan
dengan simpul pusat graf bintang S, dan graf bintang S,,, (Abdurahman ez al., 2024). Himpunan
simpul dan sisi graf jellyfish yaitu:

V(imn) ={ve|e =1,2,3,4} U{fxgxIR =1,2,.., m} U {y5|3 = 1,2,..,n}
E(Jmn) = {v104, 1103, v,V 41| 9 = 1,2,3} U {voxg|R = 1,2,...,m} U{vyy5|3 =1,2,..,n}

Gambar 1 adalah graf jellyfish J,, ,.

Gambar 1. Graf jellyfish

Teorema 1. Jika ], , adalah graf jellyfish dengan m =n—1,m = 4,dann = 3, maka
A3,1(]m,n) =m+ 4.
Bukti. Untuk membuktikan bahwa A3 ; (]m_n) = m + 4, akan ditunjukkan bahwa 43 ; (]m’n) >
m + 4. Pandang bahwa graf bintang S,,, merupakan subgraf dari graf jellyfish |y .
Berpedoman pada Lemma 1 dan Lemma 2 diperoleh bahwa A5 1(J;mn) = A31(Smi2) = m +
4, sehingga )lg,l(]m,n) > m + 4. Selanjutnya, didefinisikan fungsi w: V(]m,n) -{0,1,...m+
4} untuk membuktikan Az 1 (Jn) < m + 4.
—3p0+17

w(vo@) = 2 2
=5 2 ,untuk & genap.

,untuk g ganjil,
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3 ,untuk %=1,
W(xy) = 5 L,untuk %= 2,
7)1 6 ,untuk # =3,

K+ 4,untuk #=4,5,..,m.
5 L,untuk =1,

o(yy) =416 ,untuk =2,
I+ 5,untuk 5= 3,4, ..., n.

Fungsi o terbukti memenuhi ketentuan pelabelan L(3,1), yaitu selisih label sekurang-
kurangnya 3 untuk simpul yang berjarak satu dan sekurang-kurangnya 1 untuk simpul yang
berjarak dua. Dengan demikian, diperoleh /13,1(],,1,") < m + 4. Jadi, dapat disimpulkan bahwa

Agll(jm’n) =m+4.n

3.2 Graf Cricket

Graf cricket C1;, ,, memiliki order 2Zm + n dan ukuran 2m + n merupakan graf yang
dibangun dari hasil identifikasi simpul graf siklus C,, (n = 4) dan graf lintasan P,,,,; (m =
2) dengan menempelkan simpul tengah graf lintasan dengan salah satu simpul pada graf siklus
(Kusumawati et al., 2024). Himpunan simpul dan sisi pada graf cricket dinotasikan sebagai
berikut.

V(Crym) ={uple =12,...,n} U{vg|R =12,..,m}U {wg|R =1,2,..,m}
E(Crym) = {ulun,upu@+1| © =12,...,n— 1} U {uyv;, uyw; } U (Vg vgpq, WWag1 |R = 1,2, ..., m — 1}

Gambar 2 menyajikan contoh penamaan simpul dan sisi pada graf cricket (C1y, ).

VU @ ow,,

\
\

Gambar 2. Graf cricket

Teorema 2. Jika Cr;, ,,, adalah graf cricket dengan n = 4 dan m = 2, maka /13’1(6 Thm ) = 6.
Bukti. Untuk membuktikan /13,1(6' Tam ) = 6, maka harus ditunjukkan /13,1(6' Tam ) > 6 dan
/13,1(6' Tam ) < 6. Akan ditunjukkan bahwa /13,1(6' Tam ) > 6. Perhatikan bahwa graf siklus C,,
adalah subgraf dari graf cricket Cr;, ,,,. Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 3 diperoleh bahwa
/13,1(6' Tam ) > A31(C, ) = 6 sehingga terbukti bahwa 13,1(C Tom ) > 6. Selanjutnya dibangun
sebuah fungsi yang didefinisikan oleh @:V(C,) — {1, 2, ...,6} yang terbagi menjadi 4 kasus
sebagai berikut.
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1. Kasusn =4
(p—l
2

\? + 3, untuk & genap.

3,untuk # = 1 mod 3,
w(vy) = {6, untuk # = 2 mod 3,
0, untuk % = 0 mod 3.
6,untuk # = 1 mod 3,
o(wy) = 1{3,untuk # = 2 mod 3,
0, untuk % = 0 mod 3.

,untuk & ganjil,
ou,) =1

2.Kasusn = 1mod 3 dan @ # 4

(0,untuk & = 1mod 3dan @ # n,

3,untuk o = 2mod 3dan o #n— 2,
6,untuk o =0mod 3dan p #n—1,

a)(up) =) 4,untuk o =n-2,

L,untuk p=n-1,

\ 5,untuk @ =n,

6, untuk # = 1 mod 3,

@(vy) = {3, untuk # = 2 mod 3,

0, untuk % = 0 mod 3.

(4, untuk % = 1 mod 4,

1,untuk # = 2 mod 4,
5,untuk % = 3 mod 4,
\0, untuk # = 0 mod 4.

o(wg) = <

3. Kasus n = 2 mod 3
O,untuk o =1mod3dan p #n—1,
3,untuk ©» = 2mod 3dan @ # n,
a)(uﬁ) =< 6,untuk © = 0mod 3,
L,untuk o =n-1,
4,untuk @© =n,
5,untuk % = 1 mod 4,
w(vy) = 1, untuk # = 2 mod 4.
’ 4, untuk ¥ = 3 mod 4,
0, untuk ¥ = 0 mod 4.
6, untuk # = 1 mod 3,

w(wg) =143, untuk # = 2 mod 3,
0, untuk % = 0 mod 3.

4. Kasusn = 0 mod 3
0,untuk &~ = 1mod 3,
a)(uﬁ,) ={3,untuk o = 2 mod 3,
6, untuk &~ = 0 mod 3.
(4, untuk % = 1 mod 4,
o(vy) = 1 1, untuk # = 2 mod 4,
: 5,untuk % = 3 mod 4,
\ 0, untuk % = 0 mod 4.
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5,untuk % = 1 mod 4,

__ )1, untuk % = 2 mod 4,

o(Wy) = 4, untuk % = 3 mod 4,
0, untuk % = 0 mod 4.

Dapat dengan mudah dibuktikan bahwa fungsi @ memenuhi ketentuan pelabelan L(3,1)
dengan label maksimum sebesar 6, sehingga diperoleh 13‘1(C Tam ) < 6. Dengan demikian,
terbukti bahwa /13,1(Crn’m) =6. 1

3.3 Graf Dagger

Graf dagger dengan order dan ukuran m + n + 4 dinotasikan dengan DR, ,, adalah graf
yang dibangun sebuah graf siklus C, dengan dua simpul yang berjarak dua masing-masing
ditempelkan dengan salah satu ujung graf lintasan P,,,; dan P,,; (Rizky, 2023). Himpunan
simpul dan sisi graf dagger DR, ,, yaitu :

V(DRmn) ={ve|e =1,2,3,4}Uu{xglR=1,2,.. m}U {y5|3=1,2,..,n}
E(DRmyn) = {171174, vﬁ)vﬁ,+1| o =12, 3} U{vaxg, XxaxXe R =1,2,....m — 13U vy, ¥5Y54113 =1,2,...,n — 1}

Contoh penamaan simpul dan sisi pada graf dagger ditunjukkan pada Gambar 3.
Uy

Xm Xz x; Vg v, V1 Y2 y‘

U3

Gambar 3. Graf dagger

Teorema 3. Jika DR,, ,, adalah graf dagger dengan n = 2 dan m = 2, maka 13’1(Drm'n) = 6.
Bukti. Dengan cara yang sama, langkah pertama akan ditunjukkan bahwa 13,1(Drm,n) = 6.
Perhatikan bahwa graf siklus C, adalah subgraf dari graf dagger DR, ,. Berdasarkan Lemma
1 dan Lemma 3 diperoleh A3;(D7yp) = A3,(C,) = 6. Selanjutnya ditunjukkan bahwa
/13'1(Drm,n) < 6 dengan mendefinisikan fungsi w: V(DRm,n) - {0,1, ...,6} sebagai berikut.

o +7
2
% — 1, untuk s genap.

3,untuk %= 1 mod 3,
o(xy) = {6, untuk % = 2 mod 3,
0, untuk # = 0 mod 3.

,untuk g ganjil,
o(u,,) =

6,untuk 5= 1 mod 3,
o(ys) = {3, untuk 3= 2 mod 3,
0, untuk 3= 0 mod 3.
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Fungsi @ terbukti memenuhi ketentuan pelabelan L(3,1), sehingga diperoleh
/13,1(Drm,n) < 6. Karena /13’1(Drm,n) > 6 dan /13‘1(Drm,n) < 6, maka dapat disimpulkan
bahwa /13,1(Drm'n) = 6.1

4 SIMPULAN

Berdasarkan kajian dan pembuktian yang dilakukan, dapat disimpulkan bahwa nilai span
minimum pelabelan L(3,1) dipengaruhi secara signifikan oleh struktur graf. Pada graf jellyfish
Jmn denganm =n — 1, m = 4, dan n = 3, span minimal diperoleh sebesar m + 4, pada graf
cricket Cty,,, dengan n > 4 dan m = 2, serta graf dagger D7y, , dengan n > 2 dan m > 2,
memiliki span minimal yang sama yaitu 6. Hasil ini memberikan kontribusi teoretis terhadap
pengembangan studi pelabelan L(h, k) dan implikasi praktis dalam optimasi alokasi frekuensi
pada jaringan komunikasi nirkabel.
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